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Résumé

Plusieurssujetscomprenantlesenjeuxervironnementauouindustriels
impliquentla circulationde fluidesdansdesmilieux poreuxcorvectifs. Par
exemple,il y al’écoulementdeseauxdansles solscontaminégjui répand
les contaminantsDansce rapport,nousappliquond’assimilationde don-
néesvariationnellequadridimensionnell@D-VAR) ala prévisiondu trans-
port de I'eau dansun milieu solide poreuxet corvectif. Nousintroduisons
uneprésentatiomriginaledela formulationvariationnelle La méthode4D-
VAR cornverge exponentiellementLe transportde I'eau et la cornvection
thermiguesontgrandemenaffectésparla présenceleperturbationslandes
conditionsinitiales ce qui faussdes prévisions En utilisantla méthode4D-
VAR, nouspanenonsa améliorerles prévisionsen corrigeantefficacement
les conditionsinitiales. Cetteétudeestfaite pourle groupede géophysique
du MinnesotaSupercomputingnstitute.

Abstract

Several subjectsof ervironmentalor industrialimportanceinvolve the
circulation of fluids in porousand corvectve media.For example,there
is the waterflow in contaminatedsoils which transportghe contaminants.
In this report,we apply four-dimensionalariationaldataassimilation(4D-
VAR) to theforecastof watertransporin solid, porousandcorvectve me-
dia.Wewill introduceanoriginal presentationf thevariationalformulation.
The 4D-VAR methodcorveme exponentially The watertransportandthe
thermalcorvectionaregreatlyaffectedby the presencef perturbationsn
theinitial conditions.Thisintroduceerrorsin theforecastWith the4D-VAR
methodwe canimprove theforecasty makingthe appropriatecorrections
to theinitial conditions.This studyis madefor thegeophysicagroupatthe
MinnesotaSupercomputingnstitute.



1 La méthode4D-VAR

La méthoded’assimilationde donnéesAD-VAR peut étre décritede la fa-
consuivante.D’abordunefonctioncoltestconcueafin de mesurei’erreur entre
la prévisionet les obsenations(Talagrand& Courtier 1987).Ensuite,les équa-
tions adjointesqui serontutiliséespour évaluerle gradientde cettefonctioncodt
sontobtenuesen appliguantune procédurevariationnelleau lagrangiendu pro-
bleme(Courtier& Talagrand,1990).La fonctioncoltet songradientsonttrans-
mis a un algorithmede minimisation,commela plus profondedescentéBurden
& Faires,1993),pourtrouverlesconditionsinitialesoptimales c’est-a-direcelles
qui donneronuneprévisionoptimale.L’applicationdela méthode4D-VAR a été
concluantdansplusieursdomainegdesscienceernvironnementalesommel’hy-
drologie(Bélanger& Vincent,2002;Bélangeretal., 2003)etla dynamiqued’un
plumethermiquelocalisé(Bélangey2003).

1.1 La fonction co(t

Généralementa fonctioncodts’écrit
to
J:/ /f@,z,t) dx dit L)
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ou f(m,xt) estunefonctionscalairedéfiniesurundomaineQ etunintervallede
tempsity, to] (Sander Katopodes2000). f(ﬁ,?,t) estunefonctionde ¥ qui
représentéesvariablesd’état (variablesphysiquesommela vitesseou la tempé-
rature).Danscetteétude,nousvoulonsminimiserl’erreur dansla concentration
d’eaudansle manteaudoncla fonctioncodtutiliséeest:
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ouH estlaconcentration’eaupréditeet Hopsestla concentratiom’eauobservée.

1.2 Leséquationsadjointes

Le probleme4D-VAR peut étre reformulécommesuit : nousvoulonstrou-
ver la trajectoireespace-tempdesvariablesd’ état ¥ gui minimiserala fonction
co(t (2) tout en obéissantux equaﬂonqohy&quesZ(ﬁ,X,t) 0 qui agissenta
titre decontraintesCeproblemeestun problemedeminimisationaveccontraintes
(Talagrand& Courtier 1987).

Habituellementafin derésoudrain problémeaveccontraintespn utilisele la-
grangienLa formulationpar multiplicateursindéterminésie Lagrangenécessite
la constructiordu lagrangierdu systemeguel’on veutétudier:

LB W)= +// (®1)- E(W,%t) dR dt 3)



ol J(W¥) estla fonction codit et T(X,t) sontles multiplicateursindéterminésle
Lagrangeaussiappelésvariablesadjointes(Sanders Katopodes1999).1l aété
démontr&uetrouverlespointsstationnaireslelafonctioncoltsouda contrainte
f(w,xt) = 0 estéquialentatrouver les pointsstationnaireslu lagrangienpar

rapportauxvariablesm et N (Le Dimet & Talagrand;1986).

Puisquenousdevonsminimiserle lagrangiennousdevonstrouver sespoints
stationnairesgjui nesontpasdesminimaou maximaabsolusnaisplutétdespoints
de selle(Le Dimet & Talagrand,1986).Pouraccomplircettetache,nousappli-
guonsl’opérateurvariationneld aulagrangienlci, lesdirectionsde déplacement
sontles variablesphysiquedu systemeainsi queles variablesadjointes.En pre-
nantla variationdu lagrangiennousobtenons
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Il fautnoterquedumémecoup,nousavonslinéarisénotreproblemeEhrendorfer
1992).Pourun déplacemen(ém, 67) arbitraire,noussommesa un minimum
seulemensi 8L = 0 (Daley, 1991).Celaindiquequela dérivéedu lagrangierpar
rapporta chaquedirectiondoit étrenulle :

= =¥, %t)=0 (5)
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OUAd;] (7) représentéeséquationsadjointesaprésntégrationparparties(Schro-
teretal., 1993;Wenzel,2001).Notonsque(5)estle systemead’équationgquel’on
avait audépart.Enfin, (5) et (6) sontleséquationdd’Euler-Lagrangeainsiqu’il a
étenotéparlLe Dimet et Talagrand1986).

Malheureusemenil, n’existe pasdemoyenefficacepourrésoudreadirectement
les équationsd’Euler-Lagrange Cette situationnous poussea reformulernotre
problemesousforme de problémesanscontrainteg Talagrand& Courtier 1987).
Puisqudes équationgphysiquesdu modélesontdéterministesi| estévidentque
I'état du systemeaux tempsdesobsenationsdépendseulementdesconditions
initiales WJ)O du systemeCelametenévidencde fait quela fonctioncodtestune
fonctionimplicite desconditionsinitiales car c’est en variantles conditionsini-
tialesquenousallonstrouverla solutiondeséquationgphysiquegjui vaminimiser
la fonction colt(Ehrendorfer1992).Selonla théoriedu contréleoptimal (Lions,
1968),lesvariablesde contréledu problémesontles conditionsinitiales.On peut
aussiutiliser les conditionsaux frontierescommevariablesde contréle(Wenzel,
2001).Dansnotreprobleme nousavonsenlevé lescontrainteguisqu’aucunees-
triction n’estappliquéesurlesconditionsinitiales.



Finalement)e gradientde la fonction co(t(2) par rapporta la concentration
d’eauinitiale estdonnéparlesvariablesadjointesvaluéesautempst =t (Cour
tier & Talagrand,1990):

EIJLPO = W(xz1=t) (7)
ﬁJuO = U'(xzT=tp) (8)
ﬁJWO = W (XzT=t)) (9)
ﬁJHO = H*'(x,zT1=tp) (10)
O, = T*(xzT=ty) (11)

1.3 L’algorithme del'assimilation de donnéesAD-VAR

Puisquenousne possédonpasde donnéesxpérimentalesnous avons ef-
fectuéunesimulationdirectequenousallonsdorén&antconsidérecommeétant
nosobsenationsdelaboratoireLors denotreassimilatiordedonnéesnousavons
perturbéles conditionsinitiales avec unefonction sinusoidaldfig. 1). Une simu-
lation directeavec cesconditionsinitiales perturbéesiouspermetd’obtenir une
premiéreprévision.Suitea la lecturedesobsenations(obtenueprécédemment),
nouscalculond’erreurinitiale entrela prévisionetlesobsenations.Ensuite hous
utilisons un algorithmede minimisationcommela plus profondedescentgour
minimiserla fonctionco(t(2) al'aide desongradient(1.2).Lorsquele minimum
seratrouvé,nousauronsde nouwellesconditionsinitiales. Cesconditionsinitiales
sontoptimalegparcequ’unesecondeimulationdirecteutilisantcelles-ciseraune
prévisionoptimale.L’erreur finale entrecette prévisionet les obsenationssera
minimale.

2 Leséquationsdir ectespour le transport de I'eau
dansle manteauterr estre

La corvectiondu manteawestdécriteavec I'équationde Navier-Stokes sous
formeincompressiblevecun nombrede Prandtlinfini :

0-u=0 (12)

—0OP—paTg+n0%0=0 (13)

ou U estla vitesse P estla pressionp estla densitéa estle coeficientd’expan-
sionthermique g estl'accélérationgravitationnelle, T estla températuretn est
la viscosité.Si on utilise:

oy
u= 5 (24)
w= ov (15)
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FIG. 1— Algorithmedela méthode4D-VAR



nouspouvonsréécrire(13) enl’équationdela fonctionde courant,W :

o’y oW oty pagoT
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(16)

Latempérature@stdonnéepar:
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ou K estla diffusivité thermiqueet ® estla sourcede chaleurinterne.La concen-
trationd’eau,H, estmodéliségar:

H oH oH 6<H6u
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ot ox oz oz

ouky estla diffusivité hydraulique p estle potentielchimique,R estla constante
desgazet Sestunesourceou un puitsd’eau(Richardetal., 2002).

3 Leséquationsadjointes pour le transport del'eau
dansle manteauterr estre

En suivantla méthodeprésentéa la section(1), nousobtenondes équations
adjointes.

oH* oH* oH*

o w\oH* aJ
_ 200k _
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W= HaH +TaT 0J (22)
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ouTt =ty —t estuntempsinverse Lesconditionsinitiales sont:

OH (x,zt|,) =
OT (X,zt]y,) =

0 H*(x,ztl,) =0
0 T*(x,ztl,) =0 (24)



etleursconditionsauxfrontieéressont:
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(26)

(27)
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FIG. 2 — Minimisation de la fonction colt avec la méthodede la plus profonde
descentelLa fonction colt décroitde faconexponentielle rapidementau détut
puis lentementversla fin. Plusla perturbationnitiale estélevée(fig. 2(b)), plus
la fonctioncodtgardeunevaleurélevée.

4 Résultatset discussion

Nousallonsprésentetesrésultatsobtenugpour deuxcas,soit une petiteper
turbationinitiale et unegrandeperturbationinitiale. La petiteperturbatiorestde
I'ordre del % surlatempératuretde 19 % surla concentratiord’eau.La grande
perturbationestde I'ordre de 9 % sur la températureet de 39 % sur la concen-
tration d’eau. Cesmoyennesgui peuventsemblerénormespnt été faitessurla
moyenne Le tempsde prévisionestde 5 millions d’années.

Lafigure(2) représentéa valeurdela fonctioncoltparrapportal’itération en
courslorsdela minimisationavecla méthodedela plusprofondedescenteBeau-
coupd’itérationssontnécessaireafin d’obtenirune corvergence Néanmoins|a
fonctioncodtdiminuerapidementors despremierestérations Nousavonsutilisé
une échellelogarithmiquepour I'ordonnéepuisqueles courbesde corvergences
ressemble& desexponentiellesLa figure (2) nouspermetégalementle consta-
ter queplusla perturbationnitiale estélevée,plusil estdifficile de minimiserla
fonctioncodt. Avecunepetiteperturbation(fig. 2(a)),la fonctioncodtatteintune
valeurinférieurea 1 tandisqu’avec la grandeperturbation(fig. 2(b)) la corver-
gencesestabiliseprésde 10. Dansles deuxcas,la fonction coltestdiminuéede
plusieursordresdegrandeurs.

Nous allons porter notre attentionau momentou I'eau a déjacommencé
passedu manteawsupérieurau manteatnférieurvia la zonedetransition.ll y a
uneforte concentratiom’eaua la frontieredela zonede transitionet du manteau
inférieur (fig. 3 et 4). Lorsqueles conditionsinitiales sontun peuperturbéesla
prévision4D-VAR réussita corrigerle bruit dansla prévision(fig. 3). Mémeavec
uneperturbationinitiale de plus grandeamplitude la méthode4D-VAR retrouwe
lesobsenations(fig. 4).

En étudiantla distribution de températurgour les deuxcasprécédentspous



(a) Prévision (b) Obsenation

(c) PrévisiordD-VAR

Concentratiommin. Concentratiommax.

FiG. 3 - Comparaisordesprévisionsde la concentratiord’eauentreunesimple
simulation et avec la méthode4D-VAR lors d’une petite perturbationinitiale.
Dansla prévision4D-VAR (fig. 3(c)), on notela disparitiondesondulationsde
fond dansle coin supérieugauchg(fig. 3(a)).La méthodetD-VAR aretrouvéles

obsenations(fig. 3(b)).
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(a) Prévision (b) Obsenation

(c) PrévisiordD-VAR

Concentratiommin. Concentratiommax.

FIG. 4 — Comparaisordesprévisionsde la concentratiord’eauentreunesimple
simulationet avec la méthode4D-VAR lors d’'une grandeperturbationinitiale.
Dansla prévision4D-VAR (fig. 4(c)), on notela disparitiondu bruit de fond et
la correctiondela structuredel’écoulementprincipal (fig. 4(a)).La méthode4D-
VAR aretrouvélesobsenations(fig. 4(b)).
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(a) Prévision (b) Obsenation

(c) Prévisior4D-VAR

Températurenin. Températurenax.

FiG. 5 — Comparaisordesprévisionsde la températureentreune simple simu-
lation et avec la méthode4D-VAR lors d’une petite perturbationinitiale. Dans
la prévision4D-VAR (fig. 5(c)), on note la disparitiondesondulationsdansla
structureau milieu maisil y a encoreun manquede contrastefig. 5(a)). Avecla
méthode4D-VAR, lesprévisionsont retrouveéla structuredu vortex desobsena-

tions(fig. 5(b)).
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(a) Prévision (b) Obsenation

(c) Prévisior4D-VAR

Températurenin. Températurenax.

FIG. 6 — Comparaisomespreévisionsde la températurentreunesimple simula-
tion et avecla méthode4D-VAR lors d’une grandeperturbationinitiale. La pré-
vision traditionnellea été grandemenaffectéepar la perturbation: elle esttrés
bruitée(fig. 6(a)). Dansla prévision4D-VAR (fig. 6(c)), on notela quasidispari-
tion du bruit et nousavonsretrouvéla structureprincipaledu vortex. La méthode
4D-VAR aretrouvegrossieremerlesobsenations(fig. 6(b)).
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remarquonsa priori, quela prévisionde la températurea été amélioréeavec la
méthodetD-VAR (fig. 5 et6). Cetteamélioratiora eulieu malgréle fait queseule
I'erreur dansla concentratiord’eauestmesuréearla fonctioncodt (2). Celaest
expliguéparle couplagedeséquationgphysiqueg14 — 18) qui forcela correction
de la températurenitiale pour obtenirde meilleursrésultatsquanta la prédic-
tion dela concentratiord’eau.La figure (5) démontrequela méthode4D-VAR a
corrigélesondulationscauséepar une petite perturbationnitiale pourretrouer
le vortex. Mais les prévisionssontrestéedloues.Les effets d’'une perturbation
initiale plus importantesontévidentsa la figure (6) ou il y a beaucoupe bruit
dansla prévision.La méthode4D-VAR réussita reconstruirdes caractéristiques
principalesdu vortex.

5 Conclusion

Lesrésultatobtenussuiteaux deuxcasconsidéréslansce rapportindiquent
guela méthode4D-VAR estcapablede corrigerdesconditionsinitiales erronées
afin d’obtenir de meilleuresprévisions.Commela minimisationrequiertbeau-
coupd'itérations,il faudrapeut-étreutiliser moinsde pointsde grille pour effec-
tuer, dansdesdélaisraisonnablesjesprévisionssur de pluslongsintervallesde
tempsll estpossibled’arréterle processusieminimisationavantsacorvergence.
Celaaméliorerae tempsde calcul maisles prévisionsne serontpasoptimales.
Commetravail futur, I'utilisation d’'un gradientconjuguéou un quasi-Nevton en
remplacemendela plusprofondedescenteéduirale tempsdecorvergenceNous
pourrionségalementhangeia fonctioncoltenutilisantl’erreur surla tempéra-
ture,parexemple.
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