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Résumé
Plusieurssujetscomprenantdesenjeuxenvironnementauxouindustriels

impliquentla circulationdefluidesdansdesmilieux poreuxconvectifs.Par
exemple,il y a l’écoulementdeseauxdansles solscontaminésqui répand
les contaminants.Dansce rapport,nousappliquonsl’assimilationde don-
néesvariationnellequadridimensionnelle(4D-VAR) à la prévisiondu trans-
port de l’eau dansun milieu solideporeuxet convectif. Nousintroduisons
uneprésentationoriginaledela formulationvariationnelle.La méthode4D-
VAR converge exponentiellement.Le transportde l’eau et la convection
thermiquesontgrandementaffectésparla présencedeperturbationsdansles
conditionsinitialescequi fausselesprévisions.En utilisantla méthode4D-
VAR, nousparvenonsà améliorerlesprévisionsencorrigeantefficacement
lesconditionsinitiales.Cetteétudeestfaitepour le groupedegéophysique
du MinnesotaSupercomputingInstitute.

Abstract
Several subjectsof environmentalor industrial importanceinvolve the

circulation of fluids in porousand convective media.For example,there
is the waterflow in contaminatedsoils which transportsthe contaminants.
In this report,we applyfour-dimensionalvariationaldataassimilation(4D-
VAR) to theforecastof watertransportin solid,porousandconvective me-
dia.Wewill introduceanoriginalpresentationof thevariationalformulation.
The 4D-VAR methodconverge exponentially. The watertransportandthe
thermalconvectionaregreatlyaffectedby thepresenceof perturbationsin
theinitial conditions.Thisintroduceerrorsin theforecast.With the4D-VAR
method,we canimprove theforecastby makingtheappropriatecorrections
to theinitial conditions.This studyis madefor thegeophysicalgroupat the
MinnesotaSupercomputingInstitute.
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1 La méthode4D-VAR

La méthoded’assimilationde données4D-VAR peut être décritede la fa-
çonsuivante.D’abordunefonctioncoûtestconçueafin demesurerl’erreur entre
la prévisionet les observations(Talagrand& Courtier, 1987).Ensuite,les équa-
tionsadjointesqui serontutiliséespourévaluerle gradientdecettefonctioncoût
sontobtenuesen appliquantuneprocédurevariationnelleau lagrangiendu pro-
blème(Courtier& Talagrand,1990).La fonctioncoûtet songradientsonttrans-
mis à un algorithmedeminimisation,commela plusprofondedescente(Burden
& Faires,1993),pourtrouverlesconditionsinitialesoptimales; c’est-à-direcelles
qui donnerontuneprévisionoptimale.L’applicationdela méthode4D-VAR aété
concluantdansplusieursdomainesdessciencesenvironnementalescommel’hy-
drologie(Bélanger& Vincent,2002;Bélangeret al., 2003)et la dynamiqued’un
plumethermiquelocalisé(Bélanger, 2003).

1.1 La fonction coût

Généralement,la fonctioncoûts’écrit :

J � � t2

t1

�
Ω

f ����Ψ ���x� t 	 d �x dt (1)

où f ����Ψ �
�x� t 	 estunefonctionscalairedéfiniesurundomaineΩ etun intervallede
temps � t1 � t2� (Sanders& Katopodes,2000). f �
��Ψ ���x� t 	 estunefonctionde ��Ψ qui
représentelesvariablesd’état(variablesphysiquescommela vitesseou la tempé-
rature).Danscetteétude,nousvoulonsminimiser l’erreur dansla concentration
d’eaudansle manteau,doncla fonctioncoûtutiliséeest:

J � 1
2

�
Ω

� t2

t1
� H � Hobs	�� H � Hobs	 dt d �x (2)

oùH estla concentrationd’eaupréditeetHobsestla concentrationd’eauobservée.

1.2 Leséquationsadjointes

Le problème4D-VAR peutêtre reformulécommesuit : nousvoulonstrou-
ver la trajectoireespace-tempsdesvariablesd’état ��Ψ qui minimiserala fonction
coût (2) tout enobéissantauxéquationsphysiques���
��Ψ �
�x� t 	 � 0 qui agissentà
titre decontraintes.Ceproblèmeestunproblèmedeminimisationaveccontraintes
(Talagrand& Courtier, 1987).

Habituellement,afinderésoudreunproblèmeaveccontraintes,onutilisele la-
grangien.La formulationparmultiplicateursindéterminésdeLagrangenécessite
la constructiondu lagrangiendu systèmequel’on veutétudier:

� ����Ψ � �� λ 	 � J ����Ψ 	��
� t2

t1

�
Ω
�� λ ���x� t 	������
��Ψ ���x� t 	 d �x dt (3)
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où J � ��Ψ 	 estla fonction coût et �� λ ���x� t 	 sont les multiplicateursindéterminésde
Lagrangeaussiappelésvariablesadjointes(Sanders& Katopodes,1999).Il a été
démontréquetrouverlespointsstationnairesdela fonctioncoûtsousla contrainte
��� ��Ψ ���x� t 	 � 0 estéquivalentà trouver lespointsstationnairesdu lagrangienpar
rapportauxvariables��Ψ et �� λ (Le Dimet & Talagrand,1986).

Puisquenousdevonsminimiserle lagrangien,nousdevonstrouver sespoints
stationnairesqui nesontpasdesminimaoumaximaabsolusmaisplutôtdespoints
de selle(Le Dimet & Talagrand,1986).Pouraccomplircettetâche,nousappli-
quonsl’opérateurvariationnelδ aulagrangien.Ici, lesdirectionsdedéplacement
sontlesvariablesphysiquedu systèmeainsi queles variablesadjointes.En pre-
nantla variationdu lagrangien,nousobtenons:

δ� � ��∇ ��Ψ
� � δ ��Ψ � ��∇ �� λ

� � δ �� λ
� ∂

�
∂ ��Ψ δ ��Ψ � ∂

�
∂ �� λ δ �� λ (4)

Il fautnoterquedumêmecoup,nousavonslinéarisénotreproblème(Ehrendorfer,
1992).Pourun déplacement� δ ��Ψ � δ �� λ 	 arbitraire,noussommesà un minimum
seulementsi δ

� � 0 (Daley, 1991).Celaindiquequela dérivéedu lagrangienpar
rapportàchaquedirectiondoit êtrenulle :

∂�
∂ �� λ

� ������Ψ ���x� t 	 � 0 (5)

et
∂
�

∂ ��Ψ
� Adj � �� λ 	�� ∂J

∂ ��Ψ
� 0 (6)

oùAdj � �� λ 	 représenteleséquationsadjointesaprèsintégrationparparties(Schrö-
teretal., 1993;Wenzel,2001).Notonsque(5)estle systèmed’équationsquel’on
avait audépart.Enfin, (5) et (6) sontleséquationsd’Euler-Lagrangeainsiqu’il a
éténotéparLe Dimet etTalagrand(1986).

Malheureusement,il n’existepasdemoyenefficacepourrésoudredirectement
les équationsd’Euler-Lagrange.Cettesituationnouspousseà reformulernotre
problèmesousformedeproblèmesanscontraintes(Talagrand& Courtier, 1987).
Puisqueleséquationsphysiquesdu modèlesontdéterministes,il estévidentque
l’état du systèmeaux tempsdesobservationsdépendseulementdesconditions
initiales ��Ψ0 du système.Celametenévidencele fait quela fonctioncoûtestune
fonction implicite desconditionsinitiales car c’est en variantles conditionsini-
tialesquenousallonstrouverla solutiondeséquationsphysiquesqui vaminimiser
la fonctioncoût(Ehrendorfer, 1992).Selonla théoriedu contrôleoptimal(Lions,
1968),lesvariablesdecontrôleduproblèmesontlesconditionsinitiales.Onpeut
aussiutiliser lesconditionsauxfrontièrescommevariablesdecontrôle(Wenzel,
2001).Dansnotreproblème,nousavonsenlevélescontraintespuisqu’aucuneres-
triction n’estappliquéesurlesconditionsinitiales.
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Finalement,le gradientde la fonctioncoût (2) par rapportà la concentration
d’eauinitiale estdonnéparlesvariablesadjointesévaluéesautempsτ � t2 (Cour-
tier & Talagrand,1990):

�∇JΨ0
� Ψ ��� x� z� τ � t2	 (7)

�∇Ju0
� u��� x� z� τ � t2 	 (8)

�∇Jw0
� w��� x� z� τ � t2	 (9)

�∇JH0
� H ��� x� z� τ � t2	 (10)

�∇JT0
� T � � x� z� τ � t2 	 (11)

1.3 L’algorithme de l’assimilation dedonnées4D-VAR

Puisquenousne possédonspasde donnéesexpérimentales,nousavons ef-
fectuéunesimulationdirectequenousallonsdorénavantconsidérercommeétant
nosobservationsdelaboratoire.Lorsdenotreassimilationdedonnées,nousavons
perturbélesconditionsinitialesavecunefonctionsinusoïdale(fig. 1). Unesimu-
lation directeaveccesconditionsinitiales perturbéesnouspermetd’obtenir une
premièreprévision.Suiteà la lecturedesobservations(obtenuesprécédemment),
nouscalculonsl’erreur initiale entrela prévisionet lesobservations.Ensuite,nous
utilisonsun algorithmede minimisationcommela plus profondedescentepour
minimiserla fonctioncoût(2) à l’aide desongradient(1.2).Lorsquele minimum
seratrouvé,nousauronsdenouvellesconditionsinitiales.Cesconditionsinitiales
sontoptimalesparcequ’unesecondesimulationdirecteutilisantcelles-ciseraune
prévisionoptimale.L’erreur finale entrecetteprévisionet les observationssera
minimale.

2 Les équationsdir ectespour le transport de l’eau
dansle manteauterr estre

La convectiondu manteauestdécriteavec l’équationde Navier-Stokessous
formeincompressibleavecunnombredePrandtlinfini :

�∇ ���u � 0 (12)

� �∇P � ραT �g � η∇2 �u � 0 (13)

où �u estla vitesse,P estla pression,ρ estla densité,α estle coefficient d’expan-
sionthermique,�g estl’accélérationgravitationnelle,T estla températureet η est
la viscosité.Si on utilise :

u � ∂Ψ
∂z

(14)

w � �
∂Ψ
∂x

(15)
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●

●

Perturbation des conditions initiales /●

Calcul de l’erreur finale /

Sortie: prévision optimale /

● Simulation directe /
● Seconde prévision /

Direct simulation

Direct simulation

Perturbation of initial conditions

Second forecast

Première prévision /

Sortie: première prévision /●

Output: optimal forecast

Calculation of final error

Output: first forecast

First forecast●

Simulation directe /●

Calcul de l’erreur initiale /Calculation of initial error

●

∆

Cost function (J)
Fonction coût (J) /

●

● Read observationsLecture des observations /

Read initial conditionsLecture des conditions initiales /●

Nouvelles conditions initiales /●

Minimization (steepest descent)

New initial conditions

Minimisation (plus profonde descente) /

Adjoint equations (
Équations adjointes (● ∆

J)

●

J) /

FIG. 1 – Algorithmedela méthode4D-VAR
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nouspouvonsréécrire(13)enl’équationdela fonctiondecourant,Ψ :

∂4Ψ
∂x4 � 2

∂4Ψ
∂x2z2 �

∂4Ψ
∂z4

� �
ραg

η
∂T
∂x

(16)

La températureestdonnéepar:

∂T
∂t

� u
∂T
∂x

� w
∂T
∂z

� ∂κ
∂x

∂T
∂x

� ∂κ
∂z

∂T
∂z

� κ∇2T � Φ (17)

où κ estla diffusivité thermiqueet Φ estla sourcedechaleurinterne.La concen-
trationd’eau,H, estmodéliséepar:

∂H
∂t

� u
∂H
∂x

� w
∂H
∂z

� κH
∂
∂z

H
∂
∂z

µ
RT

� κH∇2H � S (18)

où κH estla diffusivité hydraulique,µ estle potentielchimique,Restla constante
desgazet Sestunesourceou unpuitsd’eau(Richardet al., 2002).

3 Leséquationsadjointespour le transport de l’eau
dansle manteauterr estre

En suivantla méthodeprésentéeà la section(1), nousobtenonsleséquations
adjointes:

∂H �
∂τ

� u
∂H �
∂x

� w
∂H �
∂z

� κH∇2H � � κH
∂
∂z

µ
RT

∂H �
∂z �

∂J
∂H

(19)

∂T �
∂τ

� u
∂T �
∂x

� w
∂T �
∂z

� κ∇2T � �
∂κ
∂x

∂T �
∂x �

∂κ
∂z

∂T �
∂z

� ραg
η

∂Ψ �
∂x �

∂J
∂T

(20)

u� � H
∂H �
∂x

� T
∂T �
∂x �

∂J
∂u

(21)

w� � H
∂H �
∂z

� T
∂T �
∂z �

∂J
∂w

(22)

∂4Ψ �
∂x4 � 2

∂4Ψ �
∂x2z2 �

∂4Ψ �
∂z4

� �
∂u�
∂z

� ∂w�
∂x �

∂J
∂Ψ

(23)

où τ � t2 � t estun tempsinverse.Lesconditionsinitialessont:

δH � x� z� t � t1 	 � 0 H ��� x� z� t � t2 	 � 0

δT � x� z� t � t1 	 � 0 T � � x� z� t � t2 	 � 0 (24)
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et leursconditionsauxfrontièressont:

H ��� 0� z� t 	 � 0 H ��� Lx � z� t 	 � 0

Ψ � � 0� z� t 	 � 0 Ψ � � Lx � z� t 	 � 0

T ��� 0� z� t 	 � 0 T ��� Lx � z� t 	 � 0

w��� 0� z� t 	 � 0 w��� Lx � z� t 	 � 0 (25)

H ��� x� 0� t 	 � 0 H ��� x� Lz� t 	 � 0

Ψ ��� x� 0� t 	 � 0 Ψ ��� x� Lz� t 	 � 0

T ��� x� 0� t 	 � 0 T ��� x� Lz� t 	 � 0

u� � x� 0� t 	 � 0 u� � x� Lz� t 	 � 0 (26)

∂H �
∂x x� 0

� 0
∂H �
∂z z� 0

� 0

∂Ψ �
∂x x� 0

� 0
∂Ψ �
∂z z� 0

� 0

∂T �
∂x x� 0

� 0
∂T �
∂z z� 0

� 0

∂H �
∂x x� Lx

� 0
∂H �
∂z z� Lz

� 0

∂Ψ �
∂x x� Lx

� 0
∂Ψ �
∂z z� Lz

� 0

∂T �
∂x x� Lx

� 0
∂T �
∂z z� Lz

� 0

∂2Ψ �
∂x2

x� 0

� 0
∂2Ψ �
∂z2

z� 0

� 0

∂2Ψ �
∂x2

z� 0

� 0
∂2Ψ �
∂x2

z� Lz

� 0

∂2Ψ �
∂x2

x� Lx

� 0
∂2Ψ �
∂z2

z� Lz

� 0

∂3Ψ �
∂x3

x� 0

� 0
∂3Ψ �
∂z3

z� 0

� 0

∂3Ψ �
∂x2∂z z� 0

� 0
∂3Ψ �
∂x2∂z z� Lz

� 0

∂3Ψ �
∂x3

x� Lx

� 0
∂3Ψ �
∂z3

z� Lz

� 0

(27)
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(b) Grandeperturbationinitiale

FIG. 2 – Minimisation de la fonction coût avec la méthodede la plus profonde
descente.La fonction coût décroîtde façonexponentielle,rapidementau début
puis lentementversla fin. Plusla perturbationinitiale estélevée(fig. 2(b)), plus
la fonctioncoûtgardeunevaleurélevée.

4 Résultatset discussion

Nousallonsprésenterlesrésultatsobtenuspourdeuxcas,soit unepetiteper-
turbationinitiale et unegrandeperturbationinitiale. La petiteperturbationestde
l’ordre de1 % surla températureetde19% surla concentrationd’eau.La grande
perturbationestde l’ordre de 9 % sur la températureet de 39 % sur la concen-
tration d’eau.Cesmoyennes,qui peuventsemblerénormes,ont étéfaitessur la
moyenne.Le tempsdeprévisionestde5 millions d’années.

La figure(2) représentela valeurdela fonctioncoûtparrapportàl’itération en
courslorsdela minimisationavecla méthodedela plusprofondedescente.Beau-
coupd’itérationssontnécessairesafin d’obteniruneconvergence.Néanmoins,la
fonctioncoûtdiminuerapidementlorsdespremièresitérations.Nousavonsutilisé
uneéchellelogarithmiquepour l’ordonnéepuisqueles courbesde convergences
ressemblesà desexponentielles.La figure(2) nouspermetégalementdeconsta-
ter queplus la perturbationinitiale estélevée,plus il estdifficile deminimiserla
fonctioncoût.Avecunepetiteperturbation(fig. 2(a)),la fonctioncoûtatteintune
valeur inférieureà 1 tandisqu’avec la grandeperturbation(fig. 2(b)) la conver-
gencesestabiliseprèsde10.Danslesdeuxcas,la fonctioncoûtestdiminuéede
plusieursordresdegrandeurs.

Nous allons porter notre attentionau momentoù l’eau a déjà commencéà
passerdu manteausupérieuraumanteauinférieurvia la zonedetransition.Il y a
uneforteconcentrationd’eauà la frontièredela zonedetransitionet dumanteau
inférieur (fig. 3 et 4). Lorsqueles conditionsinitiales sontun peuperturbées,la
prévision4D-VAR réussitàcorrigerle bruit dansla prévision(fig. 3). Mêmeavec
uneperturbationinitiale deplusgrandeamplitude,la méthode4D-VAR retrouve
lesobservations(fig. 4).

En étudiantla distribution detempératurepour lesdeuxcasprécédents,nous
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(a)Prévision (b) Observation

(c) Prévision4D-VAR

Concentrationmin. Concentrationmax.

FIG. 3 – Comparaisondesprévisionsdela concentrationd’eauentreunesimple
simulationet avec la méthode4D-VAR lors d’une petite perturbationinitiale.
Dansla prévision4D-VAR (fig. 3(c)), on note la disparitiondesondulationsde
fonddansle coinsupérieurgauche(fig. 3(a)).La méthode4D-VAR aretrouvéles
observations(fig. 3(b)).
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(a)Prévision (b) Observation

(c) Prévision4D-VAR

Concentrationmin. Concentrationmax.

FIG. 4 – Comparaisondesprévisionsdela concentrationd’eauentreunesimple
simulationet avec la méthode4D-VAR lors d’une grandeperturbationinitiale.
Dansla prévision4D-VAR (fig. 4(c)), on notela disparitiondu bruit de fond et
la correctiondela structuredel’écoulementprincipal(fig. 4(a)).La méthode4D-
VAR aretrouvélesobservations(fig. 4(b)).
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(a)Prévision (b) Observation

(c) Prévision4D-VAR

Températuremin. Températuremax.

FIG. 5 – Comparaisondesprévisionsde la températureentreunesimplesimu-
lation et avec la méthode4D-VAR lors d’une petite perturbationinitiale. Dans
la prévision4D-VAR (fig. 5(c)), on note la disparitiondesondulationsdansla
structureaumilieu maisil y a encoreun manquedecontraste(fig. 5(a)).Avecla
méthode4D-VAR, lesprévisionsont retrouvéla structuredu vortex desobserva-
tions(fig. 5(b)).



12

(a)Prévision (b) Observation

(c) Prévision4D-VAR

Températuremin. Températuremax.

FIG. 6 – Comparaisondesprévisionsdela températureentreunesimplesimula-
tion et avec la méthode4D-VAR lors d’unegrandeperturbationinitiale. La pré-
vision traditionnellea étégrandementaffectéepar la perturbation: elle est très
bruitée(fig. 6(a)).Dansla prévision4D-VAR (fig. 6(c)),on notela quasidispari-
tion du bruit et nousavonsretrouvéla structureprincipaledu vortex. La méthode
4D-VAR aretrouvégrossièrementlesobservations(fig. 6(b)).
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remarquons,a priori, quela prévisionde la températurea étéamélioréeavec la
méthode4D-VAR (fig. 5 et6).Cetteaméliorationaeulieu malgréle fait queseule
l’erreur dansla concentrationd’eauestmesuréepar la fonctioncoût(2). Celaest
expliquéparle couplagedeséquationsphysiques(14– 18)qui forcela correction
de la températureinitiale pour obtenirde meilleursrésultatsquantà la prédic-
tion dela concentrationd’eau.La figure(5) démontrequela méthode4D-VAR a
corrigélesondulationscauséesparunepetiteperturbationinitiale pourretrouver
le vortex. Mais les prévisionssont restéesfloues.Les effets d’une perturbation
initiale plus importantesontévidentsà la figure (6) où il y a beaucoupde bruit
dansla prévision.La méthode4D-VAR réussità reconstruirelescaractéristiques
principalesdu vortex.

5 Conclusion

Lesrésultatsobtenussuiteauxdeuxcasconsidérésdanscerapportindiquent
quela méthode4D-VAR estcapabledecorrigerdesconditionsinitialeserronées
afin d’obtenir de meilleuresprévisions.Commela minimisationrequiertbeau-
coupd’itérations,il faudrapeut-êtreutiliser moinsdepointsdegrille poureffec-
tuer, dansdesdélaisraisonnables,desprévisionssurdeplus longsintervallesde
temps.Il estpossibled’arrêterle processusdeminimisationavantsaconvergence.
Celaaméliorerale tempsde calcul mais les prévisionsne serontpasoptimales.
Commetravail futur, l’utilisation d’un gradientconjuguéou un quasi-Newton en
remplacementdela plusprofondedescenteréduirale tempsdeconvergence.Nous
pourrionségalementchangerla fonctioncoûtenutilisant l’erreur surla tempéra-
ture,parexemple.
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