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Résumé
Danscerapporttechnique,nousallonsappliquerl’assimilationdedon-

nées4D-VAR à troisproblèmesconcrets: l’équationdeBurgers,la convec-
tion thermiqueet la prospectionélectrique.Cetteétudeintéressele groupe
deGéophysiqueindustrielledu CERCAet lesrecherchessur la convection
turbulentemenéesauMinnesotaSupercomputingInstitute.
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1 L’équation deBurgers

1.1 L’équation de Burgerset sesapplications

Danscetteétudenousallonsappliquerla méthode4D-VAR à l’équationde
Burgerspourunedimension:

∂u
∂t
�

u
∂u
∂x

� ν
∂2u
∂x2 (1)

où u est unequantité(ayantles dimensionsLT � 1) analogueà unevitesseet ν
estunediffusivité ou uneviscositécinématiqueavec les dimensionsde L2T � 1.
Quantaux trois termes(de dimensionLT � 2), nousnotonsque le premiera la
formed’uneaccélération,le seconduneadvectionet le troisièmeunediffusivité
ou uneviscosité.

Elle a étédérivéeen 1948(Burgers,1948)pour modéliserla turbulencehy-
drodynamiqueet leschocs(Burgers,1974).

Danslessectionssuivantes,nousallonsdémontrerquemalgrésasimplicité,
l’équationdeBurgersa plusieursapplications.

1.1.1 Modèlepour la croissanced’une interface

L’équationdeLangevin pourla hauteurh � x� t � d’uneinterfacequi croît est:

∂h
∂t
� λ

2
∂h
∂x

2 � ν
∂2h
∂x2 � (2)

En utilisantla substitutionu � ∂h
∂x, onobtient:

∂u
∂t
� λu

∂u
∂x

� ν
∂2u
∂x2 (3)

cequi donnel’équationdeBurgerslorsqueλ � 1 (Kardaret al., 1986).

1.1.2 Mathématiquesfinancières

L’équationdeBlack-Scholesest:

∂F
∂t
� 1

2
σ2s2∂2F

∂s2
�

rs
∂F
∂s � rF � 0� 0 � t � T � s 	 0 (4)

oùF � t � s� estl’option d’acheteruntitre àunprix prédéterminé,t estle temps,sest
le prix courantdutitre, σ estla volatilité dutitre etr estle tauxd’intérêt(Carlsson,
1997).

Si on inversele temps(t 
 T � t), onobtient:

∂F
∂t
� ∂

∂s
� σ2 � r � sF

advectif
�

σ2s2

2
∂F
∂s

diffusif

Flux total

� � σ2 � 2r � F
Termesource

� (5)
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1.1.3 Écoulementd’un embouteillage

L’écoulementestdéfini commeétantle nombrede véhiculesqui passentun
certainpoint pendantun tempsdonné.L’embouteillagepeutêtreforméepardes
feux rougesqui créentun amoncellementdevéhicules.

Si nousconsidéronsunerouteà unevoie ayantun écoulementq � x� t � , nous
avons:

∂q
∂t
�

v � q� x� ∂q
∂x

� 0 (6)

où v � q� x� estla vitessedubouchon(Newell, 1993;Haberman,1977).

1.2 Discrétisationutilisée

On réécritl’équationdeBurgers:

∂u
∂t
� 1

2
∂u2

∂x
� ν

∂2u
∂x2 � (7)

Nousallonsutiliser un schémaà différencesfinies amonten espaceet Euler en
temps1 :

un� 1
j

� un
j �

δt
2δx

� � un
j � 2 � � un

j � 1 � 2 

� νδt

δx2 � un
j � 1 � 2un

j
�

un
j � 1 � � (11)

De plus,ceschémaestplusstablequelesschémasdeLax-Wendroff, Galerkinet
Petrov-Galerkin(Finlayson,1992).

1.3 La fonction coût et songradient

Soit M le modèlenon-linéairequi prendun étatx0 et l’emmèneau tempst
(xt

� M � x0 � ), At l’analyse(observationsau tempst), E � M � At l’erreur, L le

1Si nousexprimonsu danssesexpansionsdeTaylor, nousavons:

un� 1
j � un

j � δt
∂u
∂t

n

j
� δt2

2
∂2u
∂t2

n

j
� O � δt3 � (8)

un
j � 1 � un

j � δx
∂u
∂x

n

j
� δx2

2
∂2u
∂x2

n

j
� O � δx3 � (9)

un
j � 1 � un

j � δx
∂u
∂x

n

j
� δx2

2
∂2u
∂x2

n

j
� O � δx3 � (10)

où les indices j et n représententrespectivementl’espaceet le temps.Nous utilisons (8) pour
obtenirpar isolationle terme ∂u

∂t . Pour le terme ∂2u
∂x2 , nousl’isolons aprèsavoir additionné(9) et

(10).Si on substitueu paru2 dans(10)nouspouvonsisoler ∂u2

∂x . Et nousobtenons(11).
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propagateurlinéaireet L � sonadjointtel définit dansle produitscalaire� x � Ly � �� L � x � y � pourn’importequelsx � y.

� x � Ly � � � L � x � y �
xTW2Ly � � L � x � TW2y

xTW2Ly � xT � L � � TW2y� W2L � � L � � TW2

� L � � T � W2LW � 2

L � � W � 2LTW2 (12)

La méthode4D-VAR nousdonnela perturbationδx0 danslesconditionsinitiales
qui produit:

M � x0
� δx0 � � At (13)

où :

δxt
� Lδx0 �� M � x0 � � At

� E � (14)

Dansl’approchestandard,on construitunefonctioncoût.Nousallonsutiliser
la normed’énergie enimposantquel’énergie totalepourunétatx soitdéfiniepar� x � x � � xTW2x où W estunematricede poidsstatistiques.La fonction coûtest
alors:

J � 1
2
� M � x0� � At � M � x0� � At �

� 1
2
� M � x0� � At � TW2 � M � x0 � � At �

� 1
2
� Lδx0 � TW2 � Lδx0 �

� 1
2

δxT
0 LTW2E

� 1
2

δxT
0W2L � E � (15)

Uneperturbationδx0 créeunevariationdansla fonctioncoût:

δJ � � M � x0 � � At � δxt �� � M � x0 � � At � Lδx0 �� � L � �M � x0 � � At

 � δx0 �� � L � E � δx0 � � (16)

PuisquepardéfinitionδJ � � ∇J � x0 ��� δx0 � , le gradientdela fonctioncoûtest:

∇J � x0 � � L � Lδx0
� L � E � (17)
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1.4 Le problèmeadjoint

Nousallonstrouver le modèleadjointdel’équationdeBurgers(Kalnayetal.,
2000):

∂ū
∂t
�

ū
∂ū
∂x

� ν
∂2ū
∂x2 (18)

où ū � u
� δu.

Si on assumequeu � u � x� , la perturbationlinéaireest:

∂δu
∂t

�
u

∂δu
δx

� δu
du
dx

� ν
∂2δu
∂x2 � (19)

Nousallonsconsidérerquela perturbationδu estsousformed’onde,la sériede
Fouriers’écrit :

f � δu� � k��� K

∑
k� � K

Cke
ikδu (20)

f � δu� � a0
� ∑ak cos� kδu� � ∑bk sin� kδu� � (21)

Dansnotrecas,on a :
δu � A � t � ∑eik � x� ut � (22)

ou bien:
δu � A � t � eik � x� ut � (23)

si on fait la sommeimplicitement.Ensubstituant(23)dans(19)etenrassemblant
lestermessemblables:

dA
dt

� du
dx

� νk2 A � 0� (24)

Alors, si on résoutpourA � t � :

A � t � � A0e� � du
dx � νk2 � t � (25)

Si on substitue(25)dans(23)pourobtenirδu � t � :

δu � t � � e� ikute� du
dxte� νk2tδu � 0� � (26)

Commeδu � t � � Lδu � 0� , le modèledela tangentelinéaireou propagateurest:

L � e� � du
dx � νk2 � t � ikut � (27)

Si on prendle complexeconjuguédela transposée,onobtientle modèleadjoint:

L � � e� � du
dx � νk2 � t � ikut � (28)

En ce qui nousconcerne,nousallonsprendrela partie imaginairepuisquenous
allonsutiliser, commeconditioninitiale,dessinusayantdesconditionsauxlimites
nulles,alorsL � devient :

L � � e� � du
dx � νk2 � t sin� kut � � (29)
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1.5 Expériencenumérique et lesrésultats

1.5.1 L’initialisation

Premièrement,nousdevonsinitialisercertainesconstantesduproblème.Nous
avonspris uneviscositéν � 0� 1 m2 � s.Notreconditioninitiale pourla simulation
initiale serasin(x) avecun domaineallantde0 à 2π. Cedomainea étédiscrétisé
en256pointsdegrille. Biensûr, la perturbationinitiale estnulle(δu0

� 0) puisque
nousestimonsenpremierlieu quenotremodèleproduiradesrésultatscorrespon-
dantsaux observations.Nousintroduisonségalementun paramètrede tolérance
ε qui indiquel’erreur désiréeentrelesobservationset notresimulationfinale(les
résultats).

La fonctioncoûts’écrit :

J � Nx
∑
i � 1

δuiW
2L �i Ei (30)

où Nx estle nombrede pointsdegrille (Nx=256),L �i estl’adjoint deLi , W � 1
et Ei estl’erreur. L’adjoint estcommedans(29) où k � 2π et du

dx estcalculépar
différencesfinies.Pourle gradient,la méthodeestsemblablesaufquel’on dérive
J parrapportàchaqueδui . Celadonne:

∇Ji
� W2L �i Ei � (31)

1.5.2 Les résultats

Dansla figure(1), nousavonsd’aborden rougela conditioninitiale où nous
débutonsla méthode4D-VAR. Après la minimisationde la fonction coût, nous
obtenonsunecorrectionoptimaledénotéepar la courbeverte.Nousobtenonsles
conditionsinitialescorrigées(courbebleue)enadditionnantlesobservationserro-
néesavecla correction.Nousvoyonsquelesobservationcorrigéescorrespondent
mieuxauxobservationsexactes(courbemauve)quelesobservationerronées.

Dansla figure(2), nouscomparonsplusieursprévisionsaveclesobservations.
Si on effectueune simulationde t=0 s à t=1 s, nousobtenonsla courberouge
qui esttrèséloignéedesobservationsprisesà t=1 s (courbebleue).En utilisantla
méthode4D-VAR, nousobtenonsla courbevertequi estplusrapprochéedesob-
servations.Il estpossibledefaire,enutilisantla prévisionobtenueparla méthode
4D-VAR à t=1 s commeconditioninitiale, uneprévisionà t=2 s (courbemauve
qui estsuperposéeauobservationsà t=1 s). Enfin, la courbegrisereprésenteles
observationsexactesà t=2 s.

Dansla figure(3),nousanalysonsleserreurs.Lescourbesrougeetverterepré-
sententl’erreurentrela prédictionetlesobservationsàt=1s.La méthode4D-VAR
nousdonneuneréductiondel’erreur moyennede76%.Quantauxcourbesbleue
et mauve,ellesmontrentl’erreurentrelesobservationserronéeset corrigéesavec
lesobservationsexactes.L’utilisation dela correctionréduit l’erreur moyennede
68%. Malgré cesréductionsd’erreur plutôt élevées,nousaurionssouhaitéune
pluspetiteerreurdu côtédela correctionapportéeà t=0 s.
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FIG. 1 – Conditionsinitialeset correction
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1.5.3 Coût de calcul

Au tableau(1), nouscomparonsle tempsde calcul d’une simulationsansla
méthode4D-VAR avec unesimulationutilisant la méthode4D-VAR. Voici une
définitiondesdifférentstemps:

– Tempsdel’utilisateur : exécutionduprogramme
– Tempsdu système: exécutiondesordresdu systèmed’exploitation (en-

trées/sorties)
– Tempsdu processeur(utilisateur+ système): tempstotal

Sans4D-VAR Avec4D-VAR

Tempsdel’utilisateur 0.12s 1.28s
Tempsdu système 0.02s 0.04s
Tempsdu processeur 0.14s 1.32s

TAB. 1 – Tempsdecalcul

2 Panachethermique

Danscettesection,nousécrironsleséquationspourl’assimilationdedonnées
4D-VAR dansle casdu plumethermiquelocalisé(fig. 4). Pourproduireun tel
panache,nousavonsun point dechauffe situéaucentredela frontièreinférieure
du contenant.Cela réchauffe le fluide (un liquide ou un gaz)dansles environs
et celui-ci montepuisqu’il estplus chaud,doncplus léger, quele fluide prèsde
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FIG. 2 – Prévisionset observations
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la surface.Pendantla montée,il y a créationde tourbillons (fig. 4) puisquele
fluide plus froid veutdescendre.Un exempled’un tel phénomènedeconvection
seraitun feux de forêt où l’on voit la fumées’élever dansle ciel sousl’effet de
l’air chaudproduitpar lesflammesqui agissentcommeun point dechauffe. Ces
instabilitéssont appelésconvection de Rayleigh-Bénard(Tritton, 1988).Main-
tenant,nousallonsprésenterles équationsphysiquesdécrivant la convectionde
Rayleigh-Bénard,ensuitenousallonsdévelopperleursadjointes.L’applicationde
la méthode4D-VAR seraitefficacepour un intervalle de tempsoù le plumene
s’estpasbeaucoupdéformécommec’estle caspourlesfigures(4a)et (4b).L’in-
tervalle de tempsécouléentreles figure (4a) et (4c) ou (4d) est trop grand.On
ne reconnaîtplus le plumeoriginal. Si on utilise cet intervalle pour la méthode
4D-VAR, on peutprobablements’attendreà descomplicationset à un important
écartentrela prédictionet lesobservations.

2.1 Leséquationsphysiques

Leséquationsphysiquesdecephénomènedécoulentdesprincipesfondamen-
tauxdeconservation.Nousavonsla conservationdela masse:

∂ρ
∂t
�"!∇ # ρ !v � 0� (32)

la conservationdela quantitédemouvement:

∂ !v
∂t
� !v # !∇ !v � �

1
ρ
!∇P

� ν∇2 !v � !gêy � (33)



8

FIG. 3 – Magnitudedeserreursdesprévisionset dela correction
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et la conservationdel’énergie thermique:

∂T
∂t
� !v # !∇T � κ∇2T � (34)

Nousallonssimplifier ceséquationsen utilisant l’approximationde Boussi-
nesqqui stipulequelespropriétésphysiquesdu fluidessontconstantes.De plus,
la densitéestconstantepartoutsaufaux endroitsoù elle créeuneforce gravita-
tionnelle.L’équationd’étatpourla densitéest:

ρ � ρ0 � 1 � α � T � Tr �$� � (35)

Leséquationsadimensionnéesavecla profondeurd commeéchellede longueur,
le tempsde diffusion thermiqued2 � κ, ∆T la différencede températureentrele
baset le hauts’écrivent: !∇ # !v � 0 (36)

1
Pr

∂ !v
∂t
� !v # !∇ !v � � !∇P

� ∇2 !v � RaTêy (37)

∂T
∂t
� !v # !∇T � ∇2T (38)

où

Pr � viscosit́ecinématique
diffusivité thermique

(39)

� ν
κ

(40)
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a) b)

c) d)

Températuremax. Températuremin.

FIG. 4 – Simulationd’un plumethermique
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et

Ra � pousśee d% Archimède
perteparviscosit́eet diffusivité

(41)

� gα∆Td3

κν
(42)

sontdesnombressansdimensions,le nombredePrandtlet le nombredeRayleigh
respectivement(Tritton, 1988).

2.2 Leséquationsadjointes

Entenantcomptededeuxdimensions,nousécrivonsleséquationsvectorielles
(36) à (38) enlesdécomposantsousformedeleurscomposantesx et y. Nousal-
lonsutiliseru pourla composantehorizontaledela vitesseetv pourla composante
verticaledela vitesse,i.e. !v � � u� v� .

∂u
∂x
� ∂v

∂y
� 0 (43)

∂T
∂t
�

u
∂T
∂x

�
v

∂T
∂y

� ∂2T
∂x2

� ∂2T
∂y2 (44)

1
Pr

∂u
∂t
�

u
∂u
∂x
�

v
∂u
∂y

� �
∂P
∂x

� ∂2u
∂x2

� ∂2u
∂y2 (45)

1
Pr

∂v
∂t
�

v
∂v
∂y
�

u
∂v
∂x

� �
∂P
∂y

� ∂2v
∂x2

� ∂2v
∂y2

�
RaT (46)

Maintenant,nousallonsréarrangerceséquationsenréécrivant le termed’ad-
vectionde(44) :

u
∂T
∂x

�
v

∂T
∂y

� u
∂T
∂x

�
v

∂T
∂y

�
T

∂u
∂x � T

∂u
∂x
�

T
∂v
∂y � T

∂v
∂y

� u
∂T
∂x

�
T

∂u
∂x
�

v
∂T
∂y

�
T

∂v
∂y � T

∂u
∂x
� ∂v

∂y

� ∂ � uT �
∂x

� ∂ � vT �
∂y

Le termecontenudansla parenthèsen’estquela divergencequi estnulleenvertu
de(43).Nouspouvonsappliqueruneméthodesimilaireautermesd’inertiede(45)
et (46).Cettemanipulationmathématiqueaétéeffectuéeafindenoussimplifier la
tâchelorsquenousprendronsla variationdu lagrangien.Finalement,en mettant
touslestermessurle côtégauchedel’égalité,nousobtenons:

∂u
∂x
� ∂v

∂y
� 0 (47)
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∂T
∂t
� ∂ � uT �

∂x
� ∂ � vT �

∂y �
∂2T
∂x2 �

∂2T
∂y2

� 0 (48)

1
Pr

∂u
∂t
� ∂u2

∂x
� ∂ � uv�

∂y
� ∂P

∂x �
∂2u
∂x2 �

∂2u
∂y2

� 0 (49)

1
Pr

∂v
∂t
� ∂v2

∂y
� ∂ � uv�

∂x
� ∂P

∂y �
∂2v
∂x2 �

∂2v
∂y2 � RaT � 0 (50)

Suiteauxmanipulationsci-dessus,nouspouvonsconstruirele lagrangien:

& � �
Ψ � �
 λ � � J � �
Ψ � �(' T

0

'
Ω
�
 λ � !x� t �)#+*,� �
Ψ � !x� t � d !x dt (51)

où J � �
Ψ � estla fonctioncoût, *-� �
Ψ � !x� t � sontleséquationsphysiques,et �
 λ � !x� t �
sontlesmultiplicateursindéterminésdeLagrangeaussiappelésvariablesadjointes
(Sanders& Katopodes,1999).Le lagrangiendupanachethermiqueest:

& � '
Ω

' t2

t1
J
�

P� ∂u
∂x
� ∂v

∂y

�
T � ∂T

∂t
� ∂ � uT �

∂x
� ∂ � vT �

∂y �
∂2T
∂x2 �

∂2T
∂y2

�
u� 1

Pr
∂u
∂t
� ∂u2

∂x
� ∂ � uv�

∂y
� ∂P

∂x �
∂2u
∂x2 �

∂2u
∂y2

�
v� 1

Pr
∂v
∂t
� ∂v2

∂y
� ∂ � uv�

∂x
� ∂P

∂y �
∂2v
∂x2 �

∂2v
∂y2 � RaT dt d !x

(52)

où lesvariablesadjointessontdonnéesparP� , T � , u� et v� et J estunefonction
coûtquenouschoisissons.Parexemple,si onveutprédirela températureT, nous
avons:

J � 1
2
'

Ω

' t2

t1
� T � Tobs� R � 1 � T � Tobs� dt d !x (53)

où T estla températureprédite,Tobs est la températureobservéeet R � 1 estune
matricecontenantlescovariancesdel’erreur sur lesobservations.En multipliant
lesvariablesadjointes,nousobtenons:

& � '
Ω

' t2

t1
J
�

P� ∂u
∂x
�

P� ∂v
∂y

�
T � ∂T

∂t
�

T � ∂ � uT �
∂x

�
T � ∂ � vT �

∂y � T � ∂2T
∂x2 � T � ∂2T

∂y2

� 1
Pr

u� ∂u
∂t
�

u� ∂u2

∂x
�

u� ∂ � uv�
∂y

�
u� ∂P

∂x � u� ∂2u
∂x2 � u� ∂2u

∂y2

� 1
Pr

v� ∂v
∂t
�

v� ∂v2

∂y
�

v� ∂ � uv�
∂x

�
v� ∂P

∂y � v� ∂2v
∂x2 � v� ∂2v

∂y2

� RaTv� dt d !x (54)
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La prochaineétapeconsisteàtransférerl’opérateurdifférentielledela variable
réelleà la variableadjointe.Celasefait enappliquantl’intégrationpar partiesà
chaquetermedu lagrangien(54).Nousavonsdonc:

& � '
Ω

' t2

t1
J � u

∂P�
∂x � v

∂P�
∂y

� T
∂T �
∂t � uT

∂T �
∂x � vT

∂T �
∂y � T

∂2T �
∂x2 � T

∂2T �
∂y2

�
u
Pr

∂u�
∂t �

u2

Pr
∂u�
∂x �

uv
Pr

∂u�
∂y � P

∂u�
∂x � u

∂2u�
∂x2 � u

∂2u�
∂y2

�
v
Pr

∂v�
∂t �

v2

Pr
∂v�
∂y �

uv
Pr

∂v�
∂x � P

∂v�
∂y � v

∂2v�
∂x2 � v

∂2v�
∂y2

� RaTv� dt d !x � b (55)

où

b � '
Ω

1
Pr
� uu� � vv� � � TT � t2

t1

d !x
� ' t2

t1

1
Pr
� u2u� � uvv� � � uP� � u� P � u� ∂u

∂x
�

u
∂u�
∂x

� v� ∂v
∂x
�

v
∂v�
∂x

�
uTT � � T � ∂T

∂x
�

T
∂T �
∂x

0

Lx� ' t2

t1

1
Pr
� v2v� � uvu� � � vP� � v� P � u� ∂u

∂y
�

u
∂u�
∂y

� v� ∂v
∂y
�

v
∂v�
∂y

�
vTT � � T � ∂T

∂y
�

T
∂T �
∂y

0

Ly

(56)

Ensuite,nousutilisonsl’opérateurvariationnelledonnépar:

δ
& � �
∇ �
Ψ

& # δ �
Ψ � �
∇ �
 λ
& # δ �
 λ

� ∂
&

∂ �
Ψ δ �
Ψ � ∂
&

∂ �
 λ δ �
 λ (57)

pourobtenirla variationnelledu lagrangien(55). Le termedépendantdescondi-
tionsauxfrontière(56)disparaît.Nousnousretrouvonsdoncavec:

δ
& � '

Ω

' t2

t1
δP

∂J
∂P �

∂u�
∂x �

∂v�
∂y

� δu
∂J
∂u �

1
Pr

∂u�
∂t

�
2u

∂u�
∂x

�
v

∂u�
∂y

�
v

∂v�
∂x

�
∂P�
∂x �

∂2u�
∂x2 �

∂2u�
∂y2 � T

∂T �
∂x
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� δv
∂J
∂v �

1
Pr

∂v�
∂t

�
2v

∂v�
∂y

�
u

∂v�
∂x

�
u

∂u�
∂y

�
∂P�
∂y �

∂2v�
∂x2 �

∂2v�
∂y2 � T

∂T �
∂y

� δT
∂J
∂T �

∂T �
∂t � u

∂T �
∂x � v

∂T �
∂y

�
∂2T �
∂x2 �

∂2T �
∂y2 � Rav� dt d !x

� δb (58)

où δb est:

δb � '
Ω

1
Pr
� δuu� � δvv� � � δTT � t2

t1

d !x
� ' t2

t1

1
Pr
� 2uδuu� � δuvv� � uδvv� � � δuP� � u� δP � u� ∂δu

∂x
� δu

∂u�
∂x

� v� ∂δv
∂x

� δv
∂v�
∂x

� δuTT � � uδTT � � T � ∂δT
∂x

� δT
∂T �
∂x

0

Lx� ' t2

t1

1
Pr
� 2vδvv� � δuvu� � uδvu� � � δvP� � v� δP � u� ∂δu

∂y
� δu

∂u�
∂y

� v� ∂δv
∂y

� δv
∂v�
∂y

� δvTT � � vδTT � � T � ∂δT
∂y

� δT
∂T �
∂y

0

Ly

(59)

Puisquenouscherchonsun minimum,nousexigeonsqueδ
& � 0 et nousob-

tenonsleséquationsadjointesquenousrésolvonsdet2 à t1 :

∂J
∂P �

∂u�
∂x �

∂v�
∂y

� 0 (60)

∂J
∂u �

1
Pr

∂u�
∂t

�
2u

∂u�
∂x

�
v

∂u�
∂y

�
v

∂v�
∂x �

∂P�
∂x �

∂2u�
∂x2 �

∂2u�
∂y2 � T

∂T �
∂x

� 0

(61)
∂J
∂v �

1
Pr

∂v�
∂t

�
2v

∂v�
∂y

�
u

∂v�
∂x

�
u

∂u�
∂y �

∂P�
∂y �

∂2v�
∂x2 �

∂2v�
∂y2 � T

∂T �
∂y

� 0 (62)

∂J
∂T �

∂T �
∂t � u

∂T �
∂x � v

∂T �
∂y �

∂2T �
∂x2 �

∂2T �
∂y2 � Rav� � 0 (63)

avecleur conditionsinitiales:

δu � x� y� t . t1 � � 0 u /0� x� y� t . t2 � � 0

δv � x� y� t . t1 � � 0 v /0� x� y� t . t2 � � 0

δT � x� y� t . t1 � � 0 T /0� x� y� t . t2 � � 0

δP � x� y� t . t1 � � 0 P /0� x� y� t . t2 � � 0 (64)
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et leursconditionsauxfrontières:

u /0� 0� y� t � � 0 u /0� Lx � y� t � � 0

v /0� 0� y� t � � 0 v /1� Lx � y� t � � 0

T /0� 0� y� t � � 0 T /0� Lx � y� t � � 0

P /0� 0� y� t � � 0 P /0� Lx � y� t � � 0 (65)

u /0� x� 0� t � � 0 u /0� x� Ly � t � � 0

v /1� x� 0� t � � 0 v /1� x� Ly � t � � 0

T /0� x� 0� t � � 0 T /0� x� Ly � t � � 0

P /0� x� 0� t � � 0 P /0� x� Ly � t � � 0 (66)

∂u�
∂x x� 0

� 0
∂u�
∂y y� 0

� 0

∂v�
∂x x� 0

� 0
∂v�
∂y y� 0

� 0

∂T �
∂x x� 0

� 0
∂T �
∂y y� 0

� 0

∂u�
∂x x� Lx

� 0
∂u�
∂y y� Ly

� 0

∂v�
∂x x� Lx

� 0
∂v�
∂y y� Ly

� 0

∂T �
∂x x� Lx

� 0
∂T �
∂y y� Ly

� 0 (67)

3 Prospectionélectrique

Nousallonsd’abordcomparerla méthode4D-VAR à uneméthoded’inver-
sion électrique.Cetteétudeintéressele groupede Géophysiqueindustrielledu
CERCA.

Contraintes Danslesdeuxméthodes,leséquationsphysiquesjouentle rôle de
contraintesdu problèmede minimisation.Pourla méthode4D-VAR, dansnotre
cas,cescontraintessontleséquationsdeSaint-Venantavecsédimentstandisque
dansla méthodeinversela contrainteest l’équation de Gausspour le champs
électrique: !∇ #2� σ !∇V � � � Iδ � x � x0 � δ � y � y0 � δ � z � z0 � (68)

où σ est la conductivité électrique,V est le potentielélectrique,I est le courant
électriqueet δ estla fonctiondeDirac (Boulanger, 2001).
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Fonction à minimiser La méthode4D-VAR nécessitela minimisationd’une
fonctioncoûtqui estla différenceentrelesprédictions(H �
Ψ) et lesobservations

( �
Ψo
) :

J � �
Ψ � � 1
2
' T

0

'
Ω
� H �
Ψ � �
Ψ

o� TR � 1 � H �
Ψ � �
Ψ
o� d !x dt (69)

oùR estla matricedecovariancedeserreursd’observation.L’inversionélectrique
estfaiteenminimisantunefonctionL � ρ � c� :

L � ρ � c� � 1
2
� ρ � ρ0 � TQρ � ρ � ρ0� � c � v � a � ρ �3� TQv � v � a � ρ �$� (70)

oùρ estla résistivité électrique,ρ0 estunerésistivité deréférence,Qρ estl’inverse
dela matricedecovariancedesparamètres,c estun coefficient scalaire,v estles
donnéesobservées,a � ρ � est l’opérateurnon-linéairede modélisationdirecteet
Qv estl’inversedela matricedecovariancedeserreursd’observation(Boulanger,
2001).Le deuxièmetermede(70)estéquivalentà (69)avecQv 4 R � 1.

Variables de contrôle Lesvariablesde contrôlesontles variablesquel’on va
varierafin de résoudrele problèmedeminimisation.Dansla méthode4D-VAR,
les variablesde contrôlesont les conditionsinitiales (h0, !v0 et z0 pour Saint-
Venant).Quantà la méthodeinverse,c’estla résistivité (ρ � 1� σ) et le coefficient
scalairec quel’on doit varier.

Senseurs Il est importantde considérerles senseursutilisés pour prendreles
mesures.Dansle casde la méthode4D-VAR appliquéaux rivières,lessenseurs
sontfixeset la rivièredéfile.Dansla prospection,la routeou le terrainsontfixes
et ce sont les senseursquel’on déplace.En s’inspirantdu principede relativité
galiléen,nouspouvonsconsidérerqueles deuxsituationssontsimilaires,c’est-
à-direquenouspouvonssupposerquela routedéfilesouslessenseurscommele
fait la rivière.

Il estaussipossibledegénéralisercetapprocheà d’autresméthodesdepros-
pectiongéologiquecommel’inversiongravimétrique (Boulanger& Chouteau,
2001)ou bienà desproblèmed’inversiontouchantd’autredomainedessciences
appliquées.
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