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Résumé
Présentemente problémede prospectionsoit la déterminationde la
structuredu sol, estrésoluavec desméthodednverses.Danscette étude,
nous allons proposerune applicationde I'assimilation de donnéesvaria-
tionnelle quadridimensionnell¢4D-VAR) a la prospectionélectriqueno-
tammentpourlessondageserticaux.Cetravail intéressede projetd’auscul-
tationdesinfrastructuresoutieresdu CERCA.



1 Intr oduction

La prospectiondessols et desstructuresen bétonest exécutéecommesuit.
Lespropriété<lectriquesmagnétiquesu gravimeétriguesdu sol sontmesuréea
I'aide de senseursCesdonnéesontensuiteutiliséespar desméthodesnverses
afin de reconstruirda structuredu sol ou desouvragesn béton.La prospection
du sol sert,entreautre,a la découerte de gisementsnétallifereset pétroliferes
tandisquela prospectiordesouvragesnbétonserta déceleresfailles dansles
pontsetlesbarragesiydroélectriquesCommel’assimilationdedonnéepossede
une certainesimilarité avec les méthodesd’inversion (Talagrand,1997), I'idée
d’utiliser les techniquesd’assimilationde donnéesn prospectiona recemment
éte avancée(Egbert,2002). L'assimilationde donnéegprésenteun avantagesur
les méthodedd’inversionnotamment’in versionélectromagnétiquearcequ’on
peutégalemeny inclurele temps.

La technique4D-VAR consistea minimiser une fonction codt, soit la diffé-
renceentrelesobsenationsetlesdonnéegalculéesLe gradientde cettefonction
coltestobtenugraceauneformulationlagrangienne@vecleséquationphysiques
agissanatitre decontraintesensuite cegradientestutilisé dansunalgorithmede
minimisationcommela plus profondedescentele gradientconjuguéou le quasi-
Newton afin de trouver le minimum. De cettefagon,nousobtenonslesdonnées
calculéegyui serapprochente pluspossibledesobsenations.

2 La prospectiona conductionde courant DC

Dansle but de mesureia résistvité du sol, on doit y insérerdesélectrodes
(senseursNousallonsdisposelesélectrodeselonla configurationSchlumber
ger (fig. 1) mémesi plusieursautresconfigurationssontpossiblesEn injectant
un courantl parles électrodesA et B, nouspouwons mesurerune différencede
potentielaveclesélectrodesvl et N. Cettedifférencede potentielvarieraselonla
structuredu sol. Commenousconnaissonke courantetla différencede potentiel,
nouspouwonscalculerla résistvité apparentép,) du sol. La résistvité apparente
estdéfiniecommela résistvité quel’on obtiendraitpourun solhomogénevecle
mémecourantet la mémedispositiondesélectrodegChouteau2001).En chan-
geantla distanceAB, tout en gardantles électrodedM et N fixes, nouspouwons
détermineda valeurde p, enfonctiondela distancel (L = AB). La courbeainsi
obtenuepeutétreinterprétéede facona obtenirun modelede la structuresouter
raine(Chouteau2001).
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FIG. 1 - Dispositiondessenseurselonla configurationde Schlumbeger (Chou-
teau,2001)

Dansle but de tracerla courbede résistvité apparentenousutilisonsla loi
d’Ohm qui relie un courantélectriquel ala différencedevoltageV obtenue

V=IR (1)

ou R estla résistancela résistancenesurd’oppositiond’'un matériauernversle
courantélectrique Elle dépenddu typede matériavet dela géométrie

R=py @

ou p estlarésistvité du matériauL et A sontlalongueuretl'aire dela sectionde
I'échantillontraverséparle courantrespectrementChouteau2001).En combi-
nantleséquationg1) et (2), nousobtenons

V= Ip%. 3)

Lors del'examendessols,le courantse propagedansunehémispherel’aire de
la régionétudiéeestalorsla surfacede cettehémisphere
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Le potentielmesuréaupointM estdonnépar:

W = Vi+V,
_Ip —Ip
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ou Vi estle potentield( a I'électrodeA et V-, estle potentieldd a I'électrodeB
(fig. 1). De la mémefacon,le potentielmesuréaupoint N est:

_lpft 1
W= 2T[<r3 r4>' ©)

Donc,la différencedevoltageest:
AV = Vuy—W
(G RGN
Nouspouwnsainsiobteniruneéquationpourla résistvité apparente

AV 2n
pa:|_(1 1)_(1 1) (8)
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enfonctiondu courantinjecté,de la différencede potentielobservéest de la dis-
tanceentrelesélectrodeg¢Chouteau2001).

Quanta la distribution du potentieldansle sol, celui-ci peutétre donnéepar
trois relations(éqgs.9, 10, 11) (Oldenhurg et al., 1998).1l y ala loi d’'Ohm (soit
€g.(1) réécrite):

J=0oE (9)
ou J estla densitéde courant,o estla conductvité électrique(c = %) etE est
le champélectrique Nousassumonsjuele champélectriqueestle gradientd’'un
potentiel V, :

E=[0V. (10)

La divemgencede la densitéde courantest égaleau taux de changementle la
densitédechage,Q, :

0.J=——. (11)



Eninsérant(10) dans(9), nousobtenons) = o[V. En utilisantle résultatpréce-
dent,nouspouvonsréécrirell:

0Q
ot
Puisquela densitéde chage estnulle saufa I'endroit, rg, ou le courant,l, est
introduitdansle sol (Oldenhurg etal., 1998),onréécrit’'équation(12):

0-(olV) = — (12)

- (o0V) = —18(r —rq) (13)

aveclafonctiondeDiracd(...). L'équation(13) nouspermettraderésoudredans
la prochainesection le problemedirect.

3 La méthodedu 4D-VAR

Apréesavoir mesurdarésistvité apparentelusolal’aide desélectrodesomme
il a étéexpliqué dansla sectionprécédentéfig. 2(a)), nousvoulonsretrouwer la
structuredu sol qui nousestinconnue(fig. 2(b)). Commela résolutiondel'équa-
tion (13) nécessitda connaissancde la résistvité du sol pour calculerla distri-
bution du potentiel le problemereprésent@arla figure (2) estmal posé: c’estun
problémeinverseou adjoint.

Quantauproblemedirect,il peutétretraité commesuit. D’abord,nousconstrui-
sonsuneébauchale la distribution de la résistvité. Cetteébauchesefait a partir
del'apparencalela courbederésistvité apparentet desautresnformationsque
I'on posséde proposdu sol sousétude.Plusl’ébaucheressemblera la réalité,
plusrapideet efficaceserale processusl’obtentiondesrésultatsL’équation(13)
nouspermet,a partir d’'une coupedu sol telle I'ébauche(fig. 3(a)), de détermi-
nerla distribution du potentiela la surfacedu sol pourunedispositionspécifique
desélectrodesNouspouwnsalorstracerla courbede résistvité apparentgour
I'ébauche(fig. 3(b)).

3.1 La fonction codt

Lorsqu’oncompareles résistiités apparentesbtenues I'aide du calcul du
problemedirect et desmesuresrisessur le terrain, nousnotons,bien sar, une
erreur(fig. 4).
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FIG. 4— Comparaisomntrelesrésistvitésapparentesalculéeg- - -) etmesurées
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Cettedifférenceentrelescalculsetlesobsenationspeutétreexpriméemathé-
matiquemenparla définitiond’'unefonctioncodt:

1
I=3 /Q (Pa— PPIW (pa — pS°9) dX (14)

ou Q représentée domainesousexamenavecunelongueurlLy, et uneprofondeur
Ly, pa estla résistité apparentealculée p3°S estla résistité apparentebser

vée,et W estune matricede poids statistiquesDe faconplus pratique,on peut
écrirel’équation(14):

N
)= %;m ~ Pa™)W(Paj — Paf™)- (13)

Nousavonsdiscretisée sous-sokenutilisantN pointssurla grille de calcul. La
matricede poidsstatistiquesontientleserreursdanslesobsenations:

1
W= — (16)
&
ou € estla déviationstandarddesobsenations (Oldenturg et al., 1998). Cette
matriceserta donneruneplusgrandemportanceauxdonnéesnesuréesvecune
plusgrandeprécision.



3.2 L’équation adjointe

L’objectif dela méthodedu4D-VAR estdeminimiserla fonctioncolt(éq.14)
tout en obéissant I'équation (13) qui agit entant que contrainte.C’estun pro-
blémede minimisationavec contrainte(Talagrand® Courtier 1987)quel’on ré-
soudraenutilisantle lagrangierdu systeme

L:J+/Q)\- [ﬁ-(%ﬁV)Hé(r—rO)] dx (17)

ouJ estlafonctioncodtet A estun multiplicateurindéterminéde Lagrangeaussi
appelévariableadjointe(Sanders Katopodes1999).1l aéétédémontréguetrou-
verlespointsstationnaireslela fonctioncodtsousla contrainte(éq.13) estéqui-
valentatrouver lespointsstationnairesiu lagrangierparrapportauxvariablesy
etA (Le Dimet & Talagrand,1986).Pouraccomplircettetache nousappliquons
I'opérateurvariationneld aulagrangienDaley, 1991).En prenantia variationdu
lagrangiennousobtenons

0L 0L
0L = WES\/JraES)\ (18)
Pourun déplacementdV,dA) arbitraire,noussommesa un minimum seulement
sidL =0 (Daley, 1991):

O_L:a.(lav)+|a<r_ro):o (19)
3 p
et or 3]

W:Aou(x)+W=o (20)

ou Adj(A) représentd’équation adjointe aprésavoir appliquélintégration par
parties(Schroteret al., 1993). Les équations(19) et (20) sontles équationsde
EulerLagranggLe Dimet& Talagrand,1986).
Malheureusementeséquationsne peuwent étrerésoluesacilement.ll faut
doncreformulerle problemeen une minimisationsanscontrainte(Talagrand&
Courtier 1987).Puisquela courbede la résistvité apparentelu sol estdétermi-
néeparla distribution derésistvité, la fonctioncoltestunefonctionimplicite de
la distribution de résistvité dansle sol. Il estalorspossiblede trouver la solu-
tion de (13) qui minimiserala fonctioncoltenvariantl’ébauchedela distribution
derésistvité du sol (Ehrendorfer1992) qui est,ici, la variablede controle.Les
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variablesde contrélesontles variables(conditionsinitiales, conditionsaux fron-
tieresou parameétresjjue l'on varie afin de résoudrde problémede minimisa-
tion (Lions, 1968).Commela plupartdesalgorithmesde minimisationnécessitent
le gradientdela fonctioncoltparrapportauxvariablesde contréle,cedernierest
obtenuparla résolutiondeséquationsadjointeCourtier& Talagrand,1990).
L'équationadjointede ce problémeestdérivéecommesuit a partir du lagran-

gien(éq.17):
L= J+/ [ ( )+|6(r—ro)] d% 1)

Endéwloppante premiertermede (13), nousobtenons

<102v Va1 102v Va1
Lo [

Enmultipliantle multiplicateurde Lagrange\, nousavons:

— 4+ Al3(r —rg) dX  (23)

102v Vol _19%v _ova1l
L= J+/)\ Moo Vo Py avs

Ensuite afindetransféretesdérivéesdesvariablegéellesauxvariablesadjointes,
nousintégronspar partiesl’équation(23) :

9 /.01 2 [\ 0 /.01
Leas v @( ) V3 o) Vag (5) Vo Paye)

+ Al3(r—rp) dX+b (24)
ou
b= A v (M) el (2
P OX | X \pP/|L, X \p/|L,
F A8 (M) () 25
p oy Ly oy \ p Ly oy \ p Ly

La variationdu lagrangien(éq.24) est:

dJ 9% /A 9 91 9% /\ 9 91
oL = /QBV[a—Vw(g)—a—x(%—xg)w—yz(g)—a—y(kayp)] X

+ 3b (26)



ol ) estdonnépar:

9 03 dpa

Notonsqueles déri\/éesa"—pJa et % sontobtenuegndérivantla fonctioncolt(14)

etla courbederésistvité apparent€8), respectrementNousobtenonggalement
untermedb donnépar:

0
ob =

pox  Vaxp T Maxp
()\66\/ 6\/6)\ 6V}\al)

(Aaesv 5y 9 A 6V./\gl)

Lx
0

__+ -
p dy oyp oyp

(28)
Ly

EninsistantquedL = 0, nousobtenond’équationadjointe:

aJ 8% /A 9 /,01 0% /A 0 /.01
oo (5) o axo) *a (5) oy Payp) =0 @

avecsesconditionsauxfrontieresdonnéegpardb =0:

)\(Ovy) = O: }\(l—Xay) =0
A(x,0)=0, A(x,Ly)=0 (30)

Enfin,le gradientdela fonctioncoltparrapportala distribution de densitédu sol
estdéterminéparla valeurde la variableadjointeA apresavoir résolul’égquation
adjointe(éq.29).

4 Algorithme de minimisation

La fonction cot et songradientsontutilisés dansun algorithmede minimi-
sationafin de trouver le minimum. Il y existe unevariétéd’algorithmescomme
la plus profondedescentele gradientconjuguéou le quasi-Nevton. La plus pro-
fondedescentestfacile a programmermaiselle corverge linéairemen{Burden
& Faires,1993;Daniels,1978)tandisquele gradientconjuguéetle quasi-Navton
sontpluscomplecesmaiscorvergentplusrapidemen{Buchanar& Turner 1992;
Pressetal., 1992).Cesméthodesgui seressemblenplus ou moins,peuventétre
décriteccommesuit. Nousévaluonsd’abordla fonctioncoUtenutilisantl’ébauche
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FIG. 5—Coupedusolréelle

estiméedansla section3 (pg). Ensuite houscherchonda directionou la fonction
codtdiminuele plusafindesediriger versle minimum.Nousvoulonsitérer:

Pk+1 = Pk — Ok Pk (31)

ou k estl'index d'itération, ay estla longueurdu pasque nousallons effectuer
et Pk estla direction de rechercheDansle casde la plus profondedescente,
cettedirectionestle sensopposédu gradient(pyx = —ﬁJ). Pourla méthodede
Newton, nousdevonsrésoudrde systemeQpx = —[J ou Q estla matricehes-
siennetandisquele quasi-Nevton Spy = —DJous estuneapproximationde la
matricehessienngKalnay et al., 2000).On évalue J au nouveaupoint px, 1. Si
J(pk+1) < J(pk), onacceptepy, 1 etk estincrémenteak+ 1. D’'un autrecoté,si
J(pks+1) > J(pk) onrefusepy. 1 etonrecalcule(31) pourle mémek maisavecun
ok plus petit. On continuel’itération jusqu’ace quele gradientatteignela valeur
souhaitée{ﬂ] ~ 0) (Burden& Faires,1993).Suiteala minimisation,nousconnai-
tronsla structureinternedu sol entermededistribution derésistvité (fig. 5).

5 Conclusion

Il estégalemenpossiblede généralisercette approchea d’autresméthodes
de prospectiongyéologiquecommel’in version électromagnétiqueu gravimé-
trique(Boulangei& Chouteau2001)oubienadesproblemed’inversiontouchant
d’autresdomainegessciencesappliguéesNousespérongjuecerapportservira
de basepour une demandede financementjui permettraitde menerune étude
plus approfondieau CERCAdansle cadredu projetde Géophysiquéndustrielle
d’auscultatiordesouvragesnbéton.

11



Remerciements

NousvoudrionsremerciefMichel Chouteaipouravoir encouragé&etteétude.
Nousremercionggalemenflean-JacquekoussealPrésidenDirecteurGeénéral
du CERCA et BadisBésbésdu CERCA pourl'appui financier Jeremercieéga-
lementAlain Vincent pour avoir aidé a la rédactionet David Yuen pour avoir
égalementortementencouragé&e projet.

12



Références

BoulangerO. & ChouteauM. (2001). Constraintsn 3D gravity inversion.Geo-
physicalProspecting49, 265—-280.

BuchananJ.L. & Turnet P. R. (1992).NumericalMethodsand Analysis chapitre
8.6. McGraw-Hill : New York.

Burden,R. L. & Faires,J.D. (1993). NumericalAnalysis Boston: PWSPubli-
shingCompayy.
ChouteauM. (2001). Géophysiqueppliquéell :GLQ 3202 Ecole Polytech-

nique. Notes de cours. http://www.cours.polymtl.ca/glg320Electrique__
01q3202.pdf.

Courtiet P. & Talagrand(. (1990).Variationalassimilatiorof meteorologicabb-
senationswith the directandadjointshallov-waterequations.Tellus, 42A,
531-549.

Daley, R. (1991). Atmospheridata Analysis Cambridgeatmospheri@andspace
scienceseries Cambridge CambridgeUniversityPress.

Daniels,R. W. (1978). An Introductionto NumericalMethodsand Optimization
Techniques New York : North-Holland.

Egbert,G. (2002). Electromagnetigénversion: a dataassimilationperspectre.
EMS5 : Modelingandinversion,16thEM InductionWorkshop SantaFe,June
16-22,2002.

EhrendorferM. (1992). Four-dimensionaldataassimilation: comparisorof va-
riational and sequentiablgorithms. Quart. J. Roy Meteor Soc, 118,673
713.

Kalnay, E., Ki Park, S.,Pu,Z.-X., & Gao,J. (2000). Application of the quasi-
inversemethodto dataassimilation.Monthly WeatherReview, 128(3),864—
875.

Le Dimet, F.-X. & TalagrandQ. (1986). Variationalalgorithmsfor analysisand
assimilatiorof meteorologicabbsenations:. theoreticabhspectsTellus 38A,
97-110.

Lions, J. L. (1968). Contrble optimal de systemegouvernégpar deséquations
auxdérivéegartielles Paris: Dunod.

Oldenhurg, D., Li, Y., & Jones,F. (1998). Tutorial on the UBC-GIF geneal
inversionmethodolgy. The UBC GeophysicalnversionFacility.
http://lwww.geop.ubc.ca/ubcgif/tutorialskitutorial/index.html.

13



PressW. H., Teulolsky, S. A., Vetterling,W. T., & FlanneryB. P. (1992). Nume-
rical Recipean FORTRAN: TheArt of ScientificComputing New York :
CambridgeUniversity Press.

SandersB. F. & KatopodesN. D. (1999). Controlof canalflow by adjointsensi-
tivity method.Journal of irrigation anddrainage engineering125(5),287—
297.

Schréterd.,Seiler U., & Wenzel M. (1993).Variationalassimilatiorof GEOSAT
datainto aneddy-resolvingnodelof the Gulf Streamextensionarea.Journal
of PhysicalOceangraphy, 23(5),925-953.

Talagrand,0. (1997). Assimilation of obsenations,an introduction. DansM.
Ghil, K. Ide, A. Bennett,P. Courtietr M. Kimoto, M. NagataM. Saiki, & N.
Sato(Eds.),Data Assimilationin Meteoology and Oceangraphy: Theory
andPractice(pp. 191-209).Tokyo : MeteorologicalSocietyof Japan.

Talagrand,O. & Courtier P. (1987). Variationalassimilationof meteorological
obsenationswith theadjointvorticity equationl : Theory Q. J. R.Meteonol.
Soc, 113,1311-1328.

14



