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Résumé
Présentement,le problèmede prospection,soit la déterminationde la

structuredu sol, est résoluavec desméthodesinverses.Danscetteétude,
nousallons proposerune applicationde l’assimilation de donnéesvaria-
tionnelle quadridimensionnelle(4D-VAR) à la prospectionélectriqueno-
tammentpourlessondagesverticaux.Cetravail intéressele projetd’auscul-
tationdesinfrastructuresroutièresdu CERCA.
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1 Intr oduction

La prospectiondessolset desstructuresen bétonestexécutéecommesuit.
Lespropriétésélectriques,magnétiquesougravimétriquesdusol sontmesuréesà
l’aide de senseurs.Cesdonnéessontensuiteutiliséespar desméthodesinverses
afin dereconstruirela structuredu sol ou desouvragesenbéton.La prospection
du sol sert,entreautre,à la découvertede gisementsmétallifèreset pétrolifères
tandisquela prospectiondesouvragesenbétonsertà décelerlesfaillesdansles
pontset lesbarrageshydroélectriques.Commel’assimilationdedonnéespossède
une certainesimilarité avec les méthodesd’inversion(Talagrand,1997), l’idée
d’utiliser les techniquesd’assimilationde donnéesen prospectiona récemment
étéavancée(Egbert,2002).L’assimilationde donnéesprésenteun avantagesur
les méthodesd’inversionnotammentl’inversionélectromagnétiqueparcequ’on
peutégalementy inclurele temps.

La technique4D-VAR consisteà minimiserunefonction coût, soit la diffé-
renceentrelesobservationset lesdonnéescalculées.Le gradientdecettefonction
coûtestobtenugrâceàuneformulationlagrangienneavecleséquationsphysiques
agissantàtitre decontraintes.Ensuite,cegradientestutilisédansunalgorithmede
minimisationcommela plusprofondedescente,le gradientconjuguéou le quasi-
Newton afin de trouver le minimum.De cettefaçon,nousobtenonsdesdonnées
calculéesqui serapprochentle pluspossibledesobservations.

2 La prospectionà conduction decourant DC

Dansle but de mesurerla résistivité du sol, on doit y insérerdesélectrodes
(senseurs).Nousallonsdisposerlesélectrodesselonla configurationSchlumber-
ger (fig. 1) mêmesi plusieursautresconfigurationssontpossibles.En injectant
un courantI par les électrodesA et B, nouspouvonsmesurerunedifférencede
potentielaveclesélectrodesM et N. Cettedifférencedepotentielvarieraselonla
structuredusol.Commenousconnaissonsle courantet la différencedepotentiel,
nouspouvonscalculerla résistivité apparente(ρa) dusol.La résistivité apparente
estdéfiniecommela résistivité quel’on obtiendraitpourunsolhomogèneavecle
mêmecourantet la mêmedispositiondesélectrodes(Chouteau,2001).En chan-
geantla distanceAB, tout en gardantles électrodesM et N fixes,nouspouvons
déterminerla valeurdeρa enfonctiondela distanceL (L � AB

2 ). La courbeainsi
obtenuepeutêtreinterprétéedefaçonà obtenirun modèledela structuresouter-
raine(Chouteau,2001).
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FIG. 1 – Dispositiondessenseursselonla configurationdeSchlumberger(Chou-
teau,2001)

Dansle but de tracerla courbede résistivité apparente,nousutilisons la loi
d’Ohmqui relieun courantélectriqueI à la différencedevoltageV obtenue:

V � IR (1)

où R estla résistance.La résistancemesurel’oppositiond’un matériauenversle
courantélectrique.Elle dépenddu typedematériauetdela géométrie:

R � ρ
L
A

(2)

où ρ estla résistivité dumatériau,L etA sontla longueuret l’aire dela sectionde
l’échantillontraverséparle courant,respectivement(Chouteau,2001).Encombi-
nantleséquations(1) et (2), nousobtenons:

V � Iρ
L
A
� (3)

Lors del’examendessols,le courantsepropagedansunehémisphère.L’aire de
la régionétudiéeestalorsla surfacedecettehémisphère:

V � Iρ
r

2πr2

� Iρ
2πr

� (4)
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Le potentielmesuréaupoint M estdonnépar:

VM
� V1

�
V2

� Iρ
2πr1

��� Iρ
2πr2

� Iρ
2π

1
r1
� 1

r2
(5)

où V1 est le potentieldû à l’électrodeA et V2 est le potentieldû à l’électrodeB
(fig. 1). De la mêmefaçon,le potentielmesuréaupoint N est:

VN
� Iρ

2π
1
r3
� 1

r4
� (6)

Donc,la différencedevoltageest:

∆V � VM � VN

� Iρ
2π

1
r1
� 1

r2
� 1

r3
� 1

r4
� (7)

Nouspouvonsainsiobteniruneéquationpourla résistivité apparente:

ρa
� ∆V

I
2π� 1

r1
� 1

r2 � � � 1
r3
� 1

r4 � (8)

enfonctiondu courantinjecté,dela différencedepotentielobservéeet dela dis-
tanceentrelesélectrodes(Chouteau,2001).

Quantà la distribution du potentieldansle sol, celui-ci peutêtredonnéepar
trois relations(éqs.9, 10, 11) (Oldenburg et al., 1998).Il y a la loi d’Ohm (soit
éq.(1) réécrite): �

J � σ
�
E (9)

où
�
J est la densitéde courant,σ est la conductivité électrique(σ � 1

ρ ) et
�
E est

le champélectrique.Nousassumonsquele champélectriqueestle gradientd’un
potentiel,V, : �

E �
�
∇V� (10)

La divergencede la densitéde courantest égaleau taux de changementde la
densitédecharge,Q, : �

∇ � �J � � ∂Q
∂t
� (11)
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En insérant(10) dans(9), nousobtenons
�
J � σ

�
∇V. En utilisant le résultatprécé-

dent,nouspouvonsréécrire11 :

�
∇ � � σ

�
∇V � � � ∂Q

∂t
� (12)

Puisquela densitéde charge est nulle saufà l’endroit, r0, où le courant,I , est
introduit dansle sol (Oldenburg et al., 1998),on réécritl’équation(12) :�

∇ � � σ
�
∇V � � � Iδ

�
r � r0 � (13)

avecla fonctiondeDiracδ
� �	�	� � . L’équation(13)nouspermettraderésoudre,dans

la prochainesection,le problèmedirect.

3 La méthodedu 4D-VAR

Aprèsavoir mesuréla résistivitéapparentedusolàl’aidedesélectrodescomme
il a étéexpliquédansla sectionprécédente(fig. 2(a)),nousvoulonsretrouver la
structuredu sol qui nousestinconnue(fig. 2(b)).Commela résolutiondel’équa-
tion (13) nécessitela connaissancede la résistivité du sol pourcalculerla distri-
butiondupotentiel,le problèmereprésentéparla figure(2) estmalposé: c’estun
problèmeinverseou adjoint.

Quantauproblèmedirect,il peutêtretraitécommesuit.D’abord,nousconstrui-
sonsuneébauchedela distribution dela résistivité. Cetteébauchesefait à partir
del’apparencedela courbederésistivité apparenteetdesautresinformationsque
l’on possèdeà proposdu sol sousétude.Plusl’ébaucheressembleraà la réalité,
plusrapideet efficaceserale processusd’obtentiondesrésultats.L’équation(13)
nouspermet,à partir d’une coupedu sol telle l’ébauche(fig. 3(a)), de détermi-
ner la distribution du potentielà la surfacedu sol pourunedispositionspécifique
desélectrodes.Nouspouvonsalorstracerla courbederésistivité apparentepour
l’ébauche(fig. 3(b)).

3.1 La fonction coût

Lorsqu’oncompareles résistivitésapparentesobtenuesà l’aide du calcul du
problèmedirect et desmesuresprisessur le terrain,nousnotons,bien sûr, une
erreur(fig. 4).
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FIG. 2 – Problèmeinverse(adjoint)
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(a)Coupeapproximativedusol (ébauche)
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FIG. 3 – Problèmedirect
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FIG. 4 – Comparaisonentrelesrésistivitésapparentescalculées(- - -) etmesurées
(——)

Cettedifférenceentrelescalculset lesobservationspeutêtreexpriméemathé-
matiquementparla définitiond’unefonctioncoût:

J � 1
2



Ω

�
ρa � ρobs

a � W �
ρa � ρobs

a � d
�
x (14)

où Ω représentele domainesousexamenavecunelongueurLx et uneprofondeur
Ly, ρa estla résistivité apparentecalculée,ρobs

a estla résistivité apparenteobser-
vée,et W estunematricede poidsstatistiques.De façonplus pratique,on peut
écrirel’équation(14) :

J � 1
2

N

∑
i � 1

�
ρai � ρa

obs
i � Wi

�
ρai � ρa

obs
i � � (15)

Nousavonsdiscrétiséle sous-solenutilisant N pointssur la grille decalcul.La
matricedepoidsstatistiquescontientleserreursdanslesobservations:

Wi
� 1

εi
(16)

où ε est la déviationstandarddesobservations(Oldenburg et al., 1998).Cette
matricesertàdonneruneplusgrandeimportanceauxdonnéesmesuréesavecune
plusgrandeprécision.
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3.2 L’équation adjointe

L’objectif dela méthodedu4D-VAR estdeminimiserla fonctioncoût(éq.14)
tout en obéissantà l’équation(13) qui agit en tant quecontrainte.C’est un pro-
blèmedeminimisationaveccontrainte(Talagrand& Courtier, 1987)quel’on ré-
soudraenutilisantle lagrangiendusystème:

� � J
� 


Ω
λ �

�
∇ � 1

ρ

�
∇V

�
Iδ
�
r � r0� d

�
x (17)

où J estla fonctioncoûtet λ estun multiplicateurindéterminédeLagrangeaussi
appelévariableadjointe(Sanders& Katopodes,1999).Il aétédémontréquetrou-
ver lespointsstationnairesdela fonctioncoûtsousla contrainte(éq.13)estéqui-
valentà trouver lespointsstationnairesdu lagrangienparrapportauxvariablesV
et λ (Le Dimet & Talagrand,1986).Pouraccomplircettetâche,nousappliquons
l’opérateurvariationnelδ aulagrangien(Daley, 1991).En prenantla variationdu
lagrangien,nousobtenons:

δ
� � ∂�

∂V
δV
� ∂�

∂λ
δλ (18)

Pourun déplacement
�
δV
 δλ � arbitraire,noussommesà un minimumseulement

si δ� � 0 (Daley, 1991):

∂
�

∂λ
� �

∇ � 1
ρ

�
∇V

�
Iδ
�
r � r0� � 0 (19)

et
∂
�

∂V
� Adj

�
λ � � ∂J

∂V
� 0 (20)

où Adj
�
λ � représentel’équation adjointeaprèsavoir appliquél’intégration par

parties(Schröteret al., 1993).Les équations(19) et (20) sont les équationsde
Euler-Lagrange(Le Dimet & Talagrand,1986).

Malheureusement,ceséquationsne peuvent êtrerésoluesfacilement.Il faut
doncreformulerle problèmeen uneminimisationsanscontrainte(Talagrand&
Courtier, 1987).Puisquela courbede la résistivité apparentedu sol estdétermi-
néeparla distributionderésistivité, la fonctioncoûtestunefonctionimplicite de
la distribution de résistivité dansle sol. Il estalorspossiblede trouver la solu-
tion de(13)qui minimiserala fonctioncoûtenvariantl’ébauchedela distribution
de résistivité du sol (Ehrendorfer, 1992)qui est,ici, la variablede contrôle.Les
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variablesdecontrôlesontlesvariables(conditionsinitiales,conditionsauxfron-
tièresou paramètres)que l’on varie afin de résoudrele problèmede minimisa-
tion (Lions,1968).Commela plupartdesalgorithmesdeminimisationnécessitent
le gradientdela fonctioncoûtparrapportauxvariablesdecontrôle,cedernierest
obtenuparla résolutiondeséquationsadjointes(Courtier& Talagrand,1990).

L’équationadjointedeceproblèmeestdérivéecommesuit à partir du lagran-
gien(éq.17) :

� � J
� 


Ω
λ �

�
∇ � 1

ρ

�
∇V

�
Iδ
�
r � r0� d

�
x (21)

Endéveloppantle premiertermede(13),nousobtenons:

� � J
� 


Ω
λ

1
ρ

∂2V
∂x2

� ∂V
∂x

∂
∂x

1
ρ
� 1

ρ
∂2V
∂y2

� ∂V
∂y

∂
∂y

1
ρ

� λIδ
�
r � r0� d

�
x (22)

Enmultipliant le multiplicateurdeLagrangeλ, nousavons:

� � J
� 


Ω
λ

1
ρ

∂2V
∂x2

� λ
∂V
∂x

∂
∂x

1
ρ
� λ

1
ρ

∂2V
∂y2

� λ
∂V
∂y

∂
∂y

1
ρ
� λIδ

�
r � r0� d

�
x (23)

Ensuite,afindetransférerlesdérivéesdesvariablesréellesauxvariablesadjointes,
nousintégronsparpartiesl’équation(23) :

� � J
� 


Ω
V

∂2

∂x2

λ
ρ � V

∂
∂x

λ
∂
∂x

1
ρ

�
V

∂2

∂y2

λ
ρ � V

∂
∂y

λ
∂
∂y

1
ρ� λIδ

�
r � r0� d

�
x
�

b (24)

où

b � λ
ρ

∂V
∂x Lx

� V
∂
∂x

λ
ρ Lx

�
Vλ

∂
∂x

1
ρ Lx� λ

ρ
∂V
∂y Ly

� V
∂
∂y

λ
ρ Ly

�
Vλ

∂
∂y

1
ρ Ly

(25)

La variationdu lagrangien(éq.24) est:

δ
� � 


Ω
δV

∂J
∂V

� ∂2

∂x2

λ
ρ � ∂

∂x
λ

∂
∂x

1
ρ

� ∂2

∂y2

λ
ρ � ∂

∂y
λ

∂
∂y

1
ρ

d
�
x

� δb (26)
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où ∂J
∂V estdonnépar:

∂J
∂V

� ∂J
∂ρa

∂ρa

∂V
� (27)

Notonsquelesdérivées ∂J
∂ρa

et ∂ρa
∂V sontobtenuesendérivantla fonctioncoût(14)

et la courbederésistivité apparente(8), respectivement.Nousobtenonségalement
un termeδb donnépar:

δb � λ
ρ

∂δV
∂x

� δV
∂
∂x

λ
ρ
� δVλ

∂
∂x

1
ρ

0

Lx

� λ
ρ

∂δV
∂y

� δV
∂
∂y

λ
ρ
� δVλ

∂
∂y

1
ρ

0

Ly

(28)

En insistantqueδ
� � 0, nousobtenonsl’équationadjointe:

∂J
∂V

� ∂2

∂x2

λ
ρ � ∂

∂x
λ

∂
∂x

1
ρ

� ∂2

∂y2

λ
ρ � ∂

∂y
λ

∂
∂y

1
ρ

� 0 (29)

avecsesconditionsauxfrontièresdonnéesparδb � 0 :

λ
�
0
 y� � 0
 λ

�
Lx 
 y� � 0

λ
�
x
 0� � 0
 λ

�
x
 Ly � � 0 (30)

Enfin,le gradientdela fonctioncoûtparrapportà la distributiondedensitédusol
estdéterminépar la valeurde la variableadjointeλ aprèsavoir résolul’équation
adjointe(éq.29).

4 Algorithme deminimisation

La fonction coûtet songradientsontutilisésdansun algorithmede minimi-
sationafin de trouver le minimum. Il y existe unevariétéd’algorithmescomme
la plusprofondedescente,le gradientconjuguéou le quasi-Newton.La pluspro-
fondedescenteestfacileà programmer, maiselle convergelinéairement(Burden
& Faires,1993;Daniels,1978)tandisquele gradientconjuguéet le quasi-Newton
sontpluscomplexesmaisconvergentplusrapidement(Buchanan& Turner, 1992;
Presset al., 1992).Cesméthodes,qui seressemblentplusou moins,peuventêtre
décritescommesuit.Nousévaluonsd’abordla fonctioncoûtenutilisantl’ébauche
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FIG. 5 – Coupedu sol réelle

estiméedansla section3 (ρ0). Ensuite,nouscherchonsla directionoù la fonction
coûtdiminuele plusafindesedirigerversle minimum.Nousvoulonsitérer:

ρk � 1
� ρk � αk

�
pk (31)

où k est l’index d’itération, αk est la longueurdu pasquenousallonseffectuer
et
�
pk est la direction de recherche.Dans le casde la plus profondedescente,

cettedirectionest le sensopposédu gradient(
�
pk
� �

�
∇J). Pour la méthodede

Newton, nousdevonsrésoudrele systèmeQ
�
pk
� �

�
∇J où Q est la matricehes-

siennetandisquele quasi-Newton S
�
pk
� �

�
∇J où Sestuneapproximationde la

matricehessienne(Kalnay et al., 2000).On évalueJ au nouveaupoint ρk� 1. Si
J
�
ρk� 1 ��� J

�
ρk � , on accepteρk� 1 et k estincrémenterà k

�
1. D’un autrecôté,si

J
�
ρk� 1 ��� J

�
ρk � onrefuseρk� 1 eton recalcule(31)pourle mêmek maisavecun

αk pluspetit.On continuel’itération jusqu’àcequele gradientatteignela valeur
souhaitée(

�
∇J � 0) (Burden& Faires,1993).Suiteàla minimisation,nousconnaî-

tronsla structureinternedusol entermededistributionderésistivité (fig. 5).

5 Conclusion

Il estégalementpossiblede généralisercetteapprocheà d’autresméthodes
de prospectionsgéologiquecommel’inversionélectromagnétiqueou gravimé-
trique(Boulanger& Chouteau,2001)oubienàdesproblèmed’inversiontouchant
d’autresdomainesdessciencesappliquées.Nousespéronsquecerapportservira
de basepour unedemandede financementqui permettraitde meneruneétude
plusapprofondieauCERCAdansle cadredu projetdeGéophysiqueindustrielle
d’auscultationdesouvragesenbéton.
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