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Sommaire

Le but decetravail estd’étudierla possibilitéd’utiliser lestechniquesd’assi-

milation dedonnéespourla prédictiondesinondations.Nousdresseronsd’abord

un inventairedesdifférentesméthodesd’assimilationde donnéesdont la tech-

niquequenousallonsutiliser danscetteétude: l’assimilationdedonnéesvaria-

tionnellequadridimensionnelle.Lesméthodesd’assimilationdedonnéessontune

façond’inclurelesdonnéesd’observationdanslessimulationsnumériquesafinde

permettredesprédictionsplusexactes.

Nousdéfinissonsunefonctioncoût,qui estl’erreur entrelesprédictionset les

observations.Afin de trouver sonminimum,noustrouvonssongradientà l’aide

deséquationsadjointesquenousobtenonsgrâceàuneformulationlagrangienne.

Aprèsle développementdétaillédeséquationseneauxpeuprofondeset dela

physiquedu transportdessédiments,noussimulonsle contournementdu barrage

Chute-Garneaulorsdel’inondationde1996.

Enfin,nousposonsle problèmedela prévisibilitéd’un tel écoulement.

Mots clés:

Physiquedesfluides; Assimilationdedonnées; Eaupeuprofonde; Transport

desédiments; RivièreChicoutimi; ExposantsdeLyapunov ; Équationsadjointes;

Problèmevariationnel.
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Summary

The goal of this work is to study the possibility of using the dataassimila-

tion technicsfor floodingforecast.Wewill first list thedifferentdataassimilation

methodsincludingtheonethatwe will usein this study: four-dimensionalvaria-

tional dataassimilation.Dataassimilationlet usincludeobservationaldatain the

numericalsimulationto obtainbetterforecast.

We definea costfunctionwhich is theerrorbetweentheforecastandtheob-

servations.In order to find its minimum, we find its gradientwith the adjoint

equationsobtainedby aLagrangianformulation.

After a detailedderivationof theshallow-waterequationsandof thephysics

of sedimenttransport,we simulatetheby-passof theChute-Garneaudamduring

the1996flood.

Finally, wewill evaluatethepredictabilityof suchaflow.

KeyWords :

Physicsof fluids; Dataassimilation; Shallow-waterequations; Sedimenttrans-

port; ChicoutimiRiver; Lyapunov exponents; Adjoint equations; Variationalpro-

blem.
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Chapitr e 1

Intr oduction

1.1 Moti vation : le contournement du barrage de

Chute-Garneau

Le lit d’unerivièreestun milieu actif et peutsedégraderaucoursdu temps.

Lescausesdecesdégradationssontnombreuses.Il y ale débitmoyen,le transport

desédimentset le développementdu lit (Espinozaetal.,1996).Deplus,l’activité

humainepeutégalementjouer un grandrôle (Lapointe,1994).Une rivière dont

le lit est trop fragilisé peut même,en casde précipitationabondante,changer

brutalementdecours.

En juillet 1996, la région du Saguenayreçoit plus de 200 mm de pluie en

36 heures(Brooks& Lawrence,2000).La figure (1.1) indiquequec’est au sud

de la rivière Saguenayqu’il y a eu les plus importantesaverses(Perrier& Sli-

vitzky, 1999).Cesénormesprécipitationsont étédedeuxà trois fois supérieures

aumaximumenregistrédurantles120dernièresannées(Lapointeetal., 1998).À

causedecedéluge,le niveaud’eaudeplusieursrivières,dont la rivièreChicou-

timi, augmentecausantuneaccumulationd’eauau niveaudu barrage(fig. 1.2).

L’eauaaccélérél’érosiondela bergeprèsdubarragecequi créauneincision.La

rivières’engageadanscenouveauchenalpourcontournerle barrage(INRS-Eau,

1997).Malheureusement,cedélugecausadenombreusespertesallantdesinfra-

structuresendommagéesjusqu’audramedessinistrés(Brooks& Lawrence,1998;

Nicolet et al., 1997). Suiteà cet incident,nousnousapercevonsdel’importance

depouvoir fairedesprévisionshydrologiquesà court termecommeun intervalle

de6 heuresparexemple.Lesdifficultésrencontréesdansla prédictiondecesphé-

nomènesnaturelssontduesau fait qu’il faut modéliserdeséquationsphysiques

1



2

FIG. 1.1– Précipitationtotaleenmm, figuretiréede(Perrier& Slivitzky, 1999).
http ://www.criacc.qc.ca/climat/suivi/extreme/survol.pdf

FIG. 1.2– DessinduvoisinagedubarrageChute-Garneau
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complexesetced’autantplusquenousneconnaissonspaslesconditionsinitiales

exactesdu système(Daley, 1991;Le Dimet & Talagrand,1986).On peutsede-

manderquellesseraientlesrépercussionsd’uneerreurde4 cm d’eau,soit l’effet

d’unegrossepluie,dansla prédictionduniveaud’eaud’unerivière.

1.2 Historique desméthodesd’analyse objective et

d’assimilation dedonnées

1.2.1 Lespremièresprévisions

Le premierobservatoiremétéorologiqueremonteauxannées1600maislepre-

mier servicede météoprit naissanceen Francepour étudier le parcoursd’une

tempêtedansla Méditerranée.On a ensuitevu un essordeplusieurscentresdans

lesautresnations.Néanmoins,cefut seulementdansle XIX e sièclequel’on mis

au point un réseaumondialde surveillanceet de prévisionmétéorologique.Les

premièrestentativesdeprédictionde la météoà partir deséquationsdiscrétisées

et desconditionsinitiales furent réaliséespar Richardson(1922)(Daley, 1991).

Malheureusement,le conceptd’initialisation était inconnuà l’époque.L’initiali-

sationdemandequelesvitessesdesventset pressionsinitialessoientchoisiesde

façonàcequ’unéquilibre(équilibremasse-vent)soit respectéafind’éviter la ma-

nifestationd’oscillationsprovenantdesondesd’inertie-gravité (Coiffier, 2000).

L’ignorancede ce problèmefit en sorteque les tentativesde Richardsonfurent

infructueuses(Coiffier, 2000;Daley, 1991).Depuis,lesprédictionssesontamé-

lioréesavec l’avènementdesordinateurset desinstrumentsd’observation plus

sophistiquésainsiqu’auperfectionnementdesmodèlesnumériques.

1.2.2 Hiérar chie desméthodesmodernes

Malgré les progrèseffectués,le problèmeposépar le manquede fiabilité et

d’exactitudedesprédictionsdemeure.Nousdevonseffectueruneprédictiond’un

systèmecomplexe (et chaotique).Une façond’obtenir de meilleuresprédictions

estd’utiliser l’assimilationde donnéesqui permetd’incorporerles observations

danslesmodèlesnumériques(Courtier& Talagrand,1990;Talagrand& Courtier,

1987).Leschampsproduitsparl’assimilationdedonnéesdoiventressembleraux

observationstout en obéissantaux lois physiquesconnueset/ouà desrelations

statistiques(Le Dimet & Talagrand,1986).
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Les méthodesd’assimilationde donnéesexistent en trois catégoriesprinci-

pales.Elles sont,enordrecroissantde complexité : lesméthodesdecorrections

successives, les méthodesséquentielleset les méthodesvariationnelles(Le Di-

met& Talagrand,1986).Cesméthodespeuventtoutefoiscomporterplusieursva-

riantes(Lagarde,2000).

1.2.2.1 Lesméthodesdecorrectionssuccessives

Les méthodesde correctionssuccessives(connuessousle nom de méthodes

deCressman)consistentàcorrigersuccessivementuneébauchejusqu’àcequ’elle

comprennelesobservationsrecueillies.L’ébaucheestobtenueparuneprévision

précédenteouparunétattrivial dûàdescontraintesphysiques.Surla figure(1.3),

représentantun champphysiquecommeunepressionenfonctionde la position,

l’ébaucheestenpointillé et nousavonstroisobservations( � ). Nousobtenonsune

analyseà l’aide del’équationsuivante:

xa
�
i ��� xb

�
i ��� w

�
i � E � i � (1.1)

où w
�
i � estun poidsstatistiquequi dépendd’un certainrayonoù l’observation

est dite invalide et de la distanceentrel’observation et le point de grille. E
�
i �

estla différenceentrel’observationet l’ébauche.En casdebesoin,nouspouvons

soumettrel’analyseà desroutinesde lissage(Cressman,1959).Malgré sesdé-

ficiences,notammentausujetde l’utilisation possibled’observationserronéeset

derésultatsqui n’obéissentpasaux lois physiques,cetteméthodesimpleet éco-

nomiqueestencoreutiliséede nos jours pour diversesapplications(Bouttier &

Courtier, 1999).

1.2.2.2 Uneméthodeséquentielle: le filtr e de Kalman

Danscettesection,nousallonsexpliquerle filtre deKalmanpourun système

linéaire(Kalman,1960).Le filtre deKalmanaétédéveloppédansle but defiltrer

les signauxélectriques(Talagrand,1997).Il està la basede presquetoutesles

méthodesséquentielleset peutêtredécrit commesuit. D’abord,nousavonsune

prédictionXp� n oùX estunevariabled’étatetn indiquel’itération entemps.Cette

prédictionestobtenueà l’aide dumodèlenumérique:

Xp� n � Ln� 1Xa� n� 1 (1.2)
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FIG. 1.3– Applicationdela méthodedeCressmanà unmodèleàunedimension,
d’après(Bouttier& Courtier, 1999)

oùLn� 1 estunopérateurlinéairereprésentantleséquationsphysiques.Cetteopé-

rateurestappliquéà la valeurassimiléeXa� n� 1 qui est la meilleurecombinaison

dela prédictiondumodèleXp� n� 1 etdel’observationXo� n� 1. Si la véritablevaleur

de X estdonnépar le modèlenumériqueauquelnousavonsajoutéun bruit ad-

ditif ev� n� 1. La covariancedecebruit estQn� 1 � ev� n� 1ev� n� 1 où le surlignement

indiqueunemoyenne,nousavons:

Xv� n � Ln� 1Xv� n� 1 � ev� n� 1 (1.3)

L’obtentionde la valeurassimiléesefait enminimisantla moyennedu carré

de l’erreur d’estimationea� n � �
Xa� n 	 Xv� n� 2 où Xv� n estla véritablevaleurdeX.

Soit :

ep� n � Xv� n 	 Xp� n � ev� n� 1 	 Ln� 1ea� n� 1 (1.4)

l’erreur dela prédiction,

eo� n � Xo� n 	 Xv� n (1.5)

l’erreur dansl’observation,

Pn � Qn� 1 � Ln� 1Pa� n� 1Ln� 1 (1.6)

la covariancedel’erreur dela prédictionet

R � eo� neo� n (1.7)
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la covariancedel’erreur dansl’observation.

Deplus,nousallonsdéfinir la valeurassimiléeXa� n par:

Xa� n � Xp� n � Kn
�
Xo� n 	 Xp� n � (1.8)

où Kn estle gaindeKalman.L’erreurdela valeurassimilée,ea� n, devient :

ea� n � Xa� n 	 Xv� n� Xp� n � Kn
�
Xo� n 	 Xp� n � 	 Xv� n� Kn

�
Xo� n 	 Xp� n � 	 � Xv� n 	 Xp� n �� Kn
�
Xo� n 	 Xv� n � Xv� n 	 Xp� n� 	 � Xv� n 	 Xp� n�� Kn
�
eo� n � ep� n� 	 ep� n (1.9)

En utilisant(1.9),nouspouvonstrouver la covariancedela valeurassimilée:

Pa� n � ea� nea� n� 
 Kn
�
eo� n � ep� n � 	 ep� n � 
 Kn

�
eo� n � ep� n � 	 ep� n �� Kn

�
eo� n � ep� n � Kn

�
eo� n � ep� n � 	 ep� nKn

�
eo� n � ep� n �

	 ep� nKn
�
eo� n � ep� n ��� ep� nep� n� Kn

�
Rn � Pn � Kn 	 PnKn 	 PnKn � Pn (1.10)

Nous avons assuméque ep� neo� n � 0 � eo� nep� n, c’est-à-direque les erreursdu

modèleet desobservationsne sontpascorrélées.Pour trouver le minimum de

Pa� n, sadérivéeparrapportàKn doit êtrenulle (Lina, 1998):

dPa� n
dKn

� 0

2Kn
�
Rn � Pn � 	 Pn 	 Pn � 0

Kn
�
Rn � Pn �
� Pn

Kn � Pn
�
Rn � Pn � � 1 (1.11)

L’équation(1.11)nousdonnedoncle gaindeKalman.La covariancedel’erreur

dela valeurassimiléedevientalors:

Pa� n � Pn
�
Rn � Pn � � 1 � Rn � Pn� Pn

�
Rn � Pn � � 1

	 PnPn
�
Rn � Pn � � 1 	 PnPn

�
Rn � Pn � � 1 � Pn
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� PnPn
�
Rn � Pn � � 1 	 PnPn

�
Rn � Pn � � 1 	 PnPn

�
Rn � Pn � � 1 � Pn� Pn 	 PnPn

�
Rn � Pn � � 1

� �
1 	 Kn � Pn (1.12)

Le gaindeKalman,qui nousdonnela meilleureestimationstatistique,peutalors

êtreutilisé dans(1.8) afin dedéterminerla valeurassimilée(Kantha& Clayson,

2000). Les équationstiennentaussipour un systèmeayantplusieursvariables

d’état.

Malgréle fait qu’il soit l’estimateurà moindrecarréoptimal,le filtre deKal-

mancomporteplusieurslacunes.Il estpossiblequ’il donnedesrésultatsquin’obé-

issentpasaux équationsphysiquesà moinsd’imposerdescontraintesspéciales

(Kantha& Clayson,2000).Aussi le filtre de Kalmanestseulementvalide pour

dessystèmeslinéaireset la statistiquedeserreursnécessaireà la réalisationdu

filtre estgénéralementmal connuemaisaussitrèsexigeanteenressourcesinfor-

matiques(Kantha& Clayson,2000).

Afin depouvoir bénéficierdufiltre deKalmanpourdessystèmesnon-linéaires,

plusieursvariantesont étémisesaupoint tel le filtre deKalmanétenduoù la pro-

pagationde l’erreur estbaséesurunelinéarisationdu modèleet le filtre deKal-

mand’ensemblebasésurunéchantillonnageMonteCarlo(Madsen& Cañizares,

1999;Lagarde,2000).Dansle but d’éviter le lourd calcul de la covariancePn,

nouspouvonssimplifiersoncalculà l’aide deplusieursapprochescommele filtre

RRSQRT (ReducedRankSquareRoot)qui négligelespetitesvaleurspropresde

la matricePn (Verlaan& Heemink,1996;Voorripset al., 1999)ou utiliser des

schémassuboptimaux(Todling & Cohn, 1994).Enfin, l’interpolation optimale

consisteàunesimplificationdufiltre deKalmanoùla covariancedel’erreurdela

prédiction,Pn, resteconstanteavecle temps(Kantha& Clayson,2000).

Enfin,desétudesportantsurl’applicationdu filtre deKalmanenassimilation

dedonnéespourdescaseneaupeuprofondeontétéfaitesdansle passé(Budgell,

1986;Wolf etal., 2000).

1.2.2.3 Lesméthodesvariationnelles

Les méthodesvariationnellesconsistentà trouver la trajectoiredesvariables

d’étatqui minimiseunefonctioncoût.La fonctioncoûtestunefonctionscalaire

qui mesurel’écart entrela prédictionet les observations.Ceci estun problème

avec contraintespuisquecettetrajectoiredoit satisfaire les équationsphysiques.
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FIG. 1.4– La méthode4D-VAR et sonprincipe,d’après(Errico,1997)

Néanmoins,nouspouvonschangerceproblèmeaveccontraintesparunproblème

sanscontraintessi, aulieu dechercherla trajectoireoptimale,nouscherchonsles

conditionsinitiales qui minimisentla fonction coût.Cettemanipulationestpos-

siblegrâceaufait quechaquetrajectoireestentièrementdéterminéeparlescondi-

tions initiales lesquellespeuvent êtrearbitraires.La procédurede minimisation

va toutefoisnécessiterle gradientde la fonctioncoûtpar rapportauxconditions

initiales d’où le développementdeséquationsadjointes(Talagrand& Courtier,

1987).Cesconceptsdefonctioncoûtetd’équationsadjointesserontsoumisàune

étudeplusapprofondiedansleschapitressuivants.

La figure(1.4)présenteunaperçudela méthode4D-VAR. Nousallonsexami-

nerl’évolution dela valeurd’un point degrille, parexemple,unehauteurd’eauà

unendroitsurun intervalledetempsT. Le pointB estuneestimationdela condi-

tion initiale au temps0. En utilisant cettecondition initiale, on obtient comme

prédictionle point F au tempsT. Commeon peutle constater, cepoint sesitue

bienau-delàde la barred’erreurde l’observationO. Dansla méthode4D-VAR,

nousutilisonsla différenceentrela prédictionF et l’observationO, pourproduire

unenouvelle conditioninitiale B� . Si on utilise B� commepoint de départpour

notresimulation,nousobtenonsla prédictionF � qui setrouve plusprèsdel’ob-

servation.Enfin, pourun tempsplusgrandqueT, B� donnerademeilleurespré-

dictionsqueB ouqueA, unpoint intermédiairesituéentreF etF � (Errico,1997).

Cequi estnotableestqu’unepetiteerreurdanslesconditionsinitialespeuts’am-

plifier énormémentaucoursdu temps.Ceciestunecaractéristiquedessystèmes

instables(Lorenz,1985)quenousallonscouvrir plusendétailà la section(5.3).

Cesdiversesméthodespeuventtoutess’avérerutiles; il suffit dechoisircellequi
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répondrale mieuxauproblèmephysiquequel’on veutrésoudreetdesressources

numériquesà notredisposition(Lorenc,1986).Cesméthodespartagentassezde

similarités(Le Dimet & Talagrand,1986)pourquel’on tentedemettreaupoint

unenotationcommuneafindemieuxvoir leursliens(Ideetal.,1997).Enfin,nous

pouvonstrouverunelisteexhaustived’articlespubliéssurlesméthodesvariation-

nelleset lesfiltres deKalmandans(Courtieretal., 1993).

Il estbien de noterquemêmesi l’assimilationde donnéesse fait principa-

lementen météorologieet en océanographie,les principesutiliséspeuvent être

appliquésdansplusieursdomainesdessciencescommela prédictiondesbancsde

poissons(Grønnevik & Evensen,2001).

Enfin,l’assimilationdedonnéesestpromiseàunbelavenirenphysiqueexpé-

rimentale.L’assimilationdedonnéesprésenteun avantagesurlesméthodesd’in-

versionnotammentl’inversionélectromagnétiqueparcequ’elle inclueégalement

le temps.L’idée d’utiliser cestechniquesa récemmentétéavancéepar (Egbert,

2002).Nousallonsproposeruneapplicationdel’assimilationdedonnéespourles

méthodesd’imagerieélectriquedansl’annexeC.

1.3 Présentationdu travail

Dansle présentchapitre(ch. 1), nousavonsdonnéun aperçudesdifférentes

méthodesd’assimilationdedonnéesqui s’offrentànous.Nousallonsensuitenous

attardersur la formulationdu problèmed’assimilationdedonnéessousla forme

d’un problèmede minimisationsanscontraintes(ch. 2) avant de dériver à partir

de principespremiers,les équationsen eauxpeuprofondesainsi que leurs ad-

jointes (ch. 3). Le chapitre4 présentela discrétisationdeséquationsphysiques

qui a servià la résolutionnumériquedeceséquations.Lesrésultatsobtenusdans

deuxcasdecontournementdebarrageserontdiscutésauchapitre5. Finalement,

desconclusionsseronttirésdansle chapitre6 ainsiquelesperspectivessurle tra-

vail qui resteà faire.En annexe,nousprésenteronsuneapplicationdela méthode

4D-VAR àl’équationdeBurgers(annexeA). Commeil nousaétédemandé,nous

ajoutonsles équationsadjointespour un panachethermique(annexe B) et une

suggestiondela marcheà suivre pourtransformerun problèmed’inversionélec-

trique à un problèmed’assimilationde données(annexe C). La dernièreannexe

(annexeD) expliquequelquesdirectivespourla vectorisationdu codenumérique

dansle but d’augmentersavitessed’exécution.
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1.4 Lesobjectifs decetravail

Premièrement,ce travail s’inscrit dansle projetNowcastingqui s’intéresseà

la prédictionmétéorologiqueàcourttermeetà la prisededécisionentempsréel.

Cettemaîtriseaétéfinancéeparle projetNowcastingpourl’étudedela prédiction

desinondationscatastrophiques.

Deuxièmement,lestechniquesd’assimilationdedonnéessontuniversellesen

physiqueet permettrontde relier les donnéesdesexpériencesaux simulations

numériquesdefaçonauto-consistante.Nousvoulonsfaireconnaîtrecesméthodes

prometteusesauprèsdela communautédesPhysiciens.Cedocumentadoncaussi

un intérêtpédagogique.

1.5 Contrib utions originales

Lescontributionsoriginalesapportéesparcetravail deMaîtrisesont:

1. La miseau point de la méthode4D-VAR pour l’écoulementen eauxpeu

profondesavecsédiments.

2. L’applicationdela méthode4D-VAR à la prédictiondu débordementdela

rivièreChicoutimi.

3. L’estimationdela prévisibilitédel’écoulementeneauxpeuprofondes.

4. L’écriture de l’algorithme 4D-VAR pour la convectiond’un panachether-

mique.

Les résultatsont étécommuniquéset publiésdansles proceedingsde la confé-

renceCFD2002:

Bélanger, E., Vincent,A., Fortin, A., 2002,“Data Assimilation(4D-

VAR) for Shallow-WaterFlow : TheCaseof theChicoutimiRiver”,

Proceedingsof the 10th Annual Conferenceof the CFD Societyof

Canada,“CFD 2002”, University of Windsor, Windsor, June9–11

2002.

unepublicationpluscomplèteestenpréparation:

Bélanger, E., Vincent,A., 2002,“Data assimilation(4D-VAR) to fo-

recastfloodin shallow waterswith sedimenterosion”,to besubmitted

to theInt. JournalNum.Meth. in Fluids,Aug. 2002.

NousavonségalementcommuniquénosrésultatsàACFAS 2002:
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Bélanger, E., Vincent,A., Fortin, A., 2002,“Assimilationdedonnées

(4D-VAR) pourl’écoulementeneaupeuprofonde: le casdela rivière

desHa! Ha!”, 70e Congrèsdel’Acf as,“Scienceet Savoir”, Univer-

sitéLaval, Québec,du 13au17 mai2002,présentéle 14 mai2002.

et enfin,un rapporttechniquesurl’applicabilité dela méthode4D-VAR à l’équa-

tion deBurgers,à la convectionthermiqueet à la prospectionélectrique:

Bélanger, E.,Vincent,A., 2002,“Assimilationdedonnées(4D-VAR)

pourl’équationdeBurgers,la convectionthermiqueet la prospection

électrique”,RapportTechniqueCERCA,12 août2002,R2002-77.



Chapitr e 2

Formulation lagrangiennede la

méthode4D-VAR

Lagrangea mis aupoint la règledesmultiplicateursengénéralisantun théo-

rèmedeFermat(1629)dansle but derésoudredesproblèmesd’optimisationavec

contraintessousla formed’uneégalité(Jahn,1996).

Considéronsquenousvoulonsminimiserla fonction f
�
y� z;x� où x estla va-

riableindépendante(y � y
�
x� etz � z

�
x� ) avecla contrainteg

�
y� z;x� . Pourtrouver

le minimum de f
�
y� z;x� , noustrouvonssavariation.L’opérateurvariationnelδ

sertàdécrirele comportementd’unefonctionprèsd’un pointquelconqueà l’aide

d’un déplacementvirtuel �r (Daley, 1991).Cetopérateurestsimilaireà l’opérateur

différentield saufquecedernierutilise un déplacementréel(Daley, 1991).Nous

avonsdonc:

δ f � ∂ f
∂y

δy � ∂ f
∂z

δz� (2.1)

La variationdela contrainteg
�
y� z;x� estquantàelle :

δg � ∂g
∂y

δy � ∂g
∂z

δz (2.2)

Comme(2.2)estgénéralementégaleà0, nousavons:

∂g
∂y

δy � 	 ∂g
∂z

δz� (2.3)

Si on isoleδy dans(2.1),nousobtenons:

δ f � ∂ f
∂y 	 ∂ f

∂z
∂g� ∂y
∂g� ∂z

δy (2.4)

12
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où nousavonssubstituéδz par (2.3).Noussommesà un minimumsi le contenu

dela parenthèsede(2.4)estnul :

∂ f
∂y

∂g
∂y

� 1 � ∂ f
∂z

∂g
∂z

� 1

(2.5)

Puisquedans(2.5) nousavonsdesdérivéesde f et deg parrapportà y à gauche

et desdérivéespar rapportà z à droite,nouspouvonsdire quelesdeuxcôtésde

l’égalité sontdesfonctionsde x (y et z sontdesfonctionsde x) quenousallons

écrire 	 λ
�
x� . Nouspouvonsdoncréécrire(2.5) :

∂ f
∂y
� λ

�
x� ∂g

∂y
� 0 (2.6)

∂ f
∂z
� λ

�
x� ∂g

∂z
� 0 (2.7)

où λ
�
x� estconnucommeun multiplicateurde Lagrange(Marion & Thornton,

1988).

2.1 La fonction coût

Lorsqu’onutiliseuneméthodevariationnelle,il fautécrireleproblèmecomme

unefonctionnelleou fonctioncoûtquel’on chercheraà minimiser. La formegé-

néraledela fonctioncoûtest:

J ��� T

0
�

Ω
f
� 	�Ψ ���x� t � d �x dt (2.8)

où f
� 	�Ψ ���x� t � estunefonctionscalairedéfiniesurundomaineΩ etun intervallede

temps 
 0� T � (Sanders& Katopodes,2000). f
� 	�Ψ ���x� t � estunefonctionde 	�Ψ qui

représentelesvariablesd’état(variablesphysiquescommeparexemplela vitesse

ou la hauteurd’eauenhydrologie),ainsiquedela positionet du temps.Selonle

problèmeàrésoudre,nouschoisissonsunefonction f
� 	�Ψ ���x� t � appropriée.

2.1.1 Application en assimilationdedonnées

En assimilationdedonnées,utiliséenotammentdanslesdifférentesbranches

de la physiquedu globe (météorologie,océanographie,dynamiquedesfluides

géophysiques,. . .), noussommesintéressésà minimiserl’erreur entrela prédic-
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tion et les observations(Talagrand& Courtier, 1987).La prédictionest faite à

partir dela résolutiondeséquationsphysiques:

� � 	�Ψ ���x� t ��� 0 (2.9)

modélisantle processusconcerné.Quantauxobservations,ellesserontreprésen-

téespar: 	�Ψo � H 	�Ψ � �ε (2.10)

où H estl’opérateurd’observationqui relie lesvariablesdumodèleauxvariables

desobservations.Par exemple,H peutêtreuneinterpolationtemps-espacepour

porterles observationssurunegrille de calcul sur laquelleon fera la simulation

numérique(voir ch. 3, 4, 5) ou, si lesquantitésobservéessontdesfonctionsdes

quantitésdu modèlenumérique,H représenteunelinéarisationdu lien physique

oustatistiqueentreeux(Talagrand,1997).�ε estl’erreurdesobservationsdesource

instrumentaleou autre.Cetteerreurestinconnuemaissespropriétésstatistiques

sontconnues.On fait l’hypothèsequ’elleestnonbiaisée:

�ε � 0 (2.11)

et quesacovarianceestconnue:

�ε �εT � R (2.12)

où R estla matricedecovariance(Courtier, 1997).Quelquestechniquesde me-

suresexpérimentalesainsiqueleursapplicationssontabordéespar(ASME,2002)

dansles sections“Experimentaland Numerical Flow Visualizationand Laser

Anemometry”et “Fluid MeasurementsandInstrumentation”.

Voici la fonctioncoûtutilisée:

J
� 	�Ψ ��� 1

2
� T

0
�

Ω

�
H 	�Ψ 	 	�Ψo� TR � 1 � H 	�Ψ 	 	�Ψo� d �x dt � (2.13)

La fonctioncoûtesttout simplementle carrédel’erreur entrela prédictionet les

observationsavec l’inversede la covarianceR desobservationsutiliséecomme

un poidsstatistique.

Plusparticulièrement,nousallonsseulementconsidérerla hauteurd’eaupour

la fonction coût parcequecettequantitéest facilementmesurableet qu’elle est
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importantedanslesdébordementsderivières.Nousavonsalors:

J � 1
2

N

∑
i � 1

�
h
�
T � i 	 hobs

i � R � 1 � h � T � i 	 hobs
i �

� 1
2

N

∑
i � 1

E
�
h� iR � 1E

�
h� i � (2.14)

L’équation(2.14) estalors le carréde l’erreur entrela prédictionde la hauteur

d’eauet sonobservation.Nousprenonsle carrépuisquec’estl’amplitudedel’er-

reurqui nousintéresseetque,contrairementàla valeurabsolue,unefonctionqua-

dratiqueestpartoutdérivable.La matriceR � 1 sertà accorderplusd’importance

aux observationsprisesavec desinstrumentsplus précis.Nousavons remplacé

l’intégraleparunesommepuisquenousallonsdiscrétiserle problèmephysique.

Nousadditionnonsl’erreur E
�
h� pour les N pointssur la grille de calcul, ainsi

cettefonctioncoûtestunefonctiondeN variables.Dansnosexpériences(ch.5),

nousavonspris
�
Ri � j � � 1 � 1, donctouslespointsont le mêmepoids.

2.1.2 Application en contrôle optimal

D’un autrecôté,la fonctioncoût joueégalementun rôle encontrôleoptimal.

Nousallonspasserenrevuetroisexemplesd’applicationducontrôleoptimal.

2.1.2.1 Écoulementautour d’une aile d’avion

Le contrôleoptimalestutilisé parl’industrie aéronautiquedansla conception

deprofils d’aile d’avion. La formedesprofils d’aile d’avion estdéterminéeavec

unefonction:

f
�
x��� ∑

i
αibi

�
x� (2.15)

où les αi sontdespoids (variablesde contrôle)que l’on choisi pour obtenir le

profil désiréet lesbi
�
x� sontdesfonctionsdeformes(hyperboles,fonctionstrigo-

nométrique,polynômes).Cequ’on veutminimiserestprincipalementla friction

de l’air sur l’aile. Généralement,on utilise commefonction coût le coefficient

de traînéeCD (Nadarajah& Jameson,2000).Le coefficient de traînéeestdéfini

commeétantle rapportde la forcedetraînéesur le tauxdeperted’énergie ciné-

tique,c’est-à-dire:
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J � CD� fD
1
2ρv2

(2.16)

où ρ et v sontla densitéet la vitessedu fluide, respectivement.La force fD estla

sommedescontraintesexercéesparle fluidesurl’aile.

2.1.2.2 Écoulementau-dessusd’une plaque

Lorsqu’unfluide circule au-dessusd’une plaque,desinstabilitéspeuvent se

créerdansla couchelimite souscertainesconditions.Un decesmécanismes,l’in-

stabilitéalgébrique,estdûàunvortex longitudinalqui repoussele fluidedebasse

vitesseprèsdela plaquepourle remplacerpardufluidedehautevitesse.Cephé-

nomènecauseenaval uneamplificationd’uneperturbationsituéeenamont(Zuc-

cher& Luchini, 2002).Ici, le contrôleoptimal sertà déterminerla perturbation

initiale qui maximiserale gainà la sortie.Donc,nousvoulonsmaximiserla fonc-

tion coût:

J � Go � Eo

Ei
(2.17)

oùEi estl’énergieinitiale etEo estl’énergieàla sortie(Zuccher& Luchini,2002).

2.1.2.3 Écoulementautour d’un cylindr e

Considéronsun cylindre dansun fluide en écoulement.Lorsquele fluide at-

teint unecertainevitesse,desvortex seformentderrièrele cylindre : cesontdes

alléesdevonKármán(Tritton, 1988).Si le fluideestunconducteur, commel’eau

salée,nouspouvonsutiliser la forcedeLorentzpourrégulariserle flot derrièrele

cylindreenplaçantdesélectrodesetdesaimantssurla surfacedecelui-ci (Sun&

Aubry, 2002).

Noussommesintéresséà trouver la magnitudeet la régiond’influencede la

forcedeLorentzqui minimiserala fonctioncoûtsuivante:

J � 1� 1
2ρU2

∞ � 2 �
2π

0

�
p
�
N � β � θ � 	 ppot � θ ��� 2 � r � b dθ (2.18)

où ρ estla densitédufluide,U∞ estla vitessedufluideà l’entrée,p
�
N � β � θ � estla

pressionactuelledufluide(visqueux)et ppot � θ � estlapressiondûàunécoulement
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potentiel.Les pressionssontévaluéessur la surfacedu cylindre (r � b) et N � β
sontdesparamètresquel’on modifierapour trouver le minimum.Cettefonction

coûtassumequelorsquel’on auraunécoulementpotentielautourducylindre,les

vortex disparaîtront(Sun& Aubry, 2002).

2.1.3 Application : Deep Blue

Finalement,afindedémontrerla généralitédecetteapproche,lesprogrammes

d’ordinateurqui sontcapablesde jouer aux échecs,tel DeepBlue, déterminent

parmi les nombreuxcoupspossiblescelui qui placerale jeu dansla position la

plusfavorablepourremporterla partie.Le tout estfait à partir del’évaluationde

fonctionsspécialisées(Bewley, 2001).Bref, la résolutiondeproblèmesenmini-

misantunefonctioncoûtpeutsurvenirdansplusieursdomainesvariés.

2.2 Lesméthodesvariationnelles

2.2.1 La minimisation aveccontraintes

Suite à la définition de la fonction coût, nouspouvons établir l’objectif de

la méthode4D-VAR. Nousvoulonstrouver la trajectoiredu champ 	�Ψ qui mi-

nimiserala fonction coût (équ.2.13) tout en obéissantaux équationsphysiques

(équ. 2.9) qui agissentà titre de contraintes.Ce problèmeest un problèmede

minimisationaveccontraintes(Talagrand& Courtier, 1987).

Habituellement,afinderésoudreunproblèmeaveccontraintes,onutilisele la-

grangien.La formulationparmultiplicateursindéterminésdeLagrangenécessite

la constructiondu lagrangiendu systèmequel’on veutétudier:

� � 	�Ψ � 	� λ ��� J
� 	�Ψ ����� T

0
�

Ω

	� λ � �x� t �! � � 	�Ψ ���x� t � d �x dt (2.19)

où J
� 	�Ψ � estla fonction coût et 	� λ � �x� t � sont les multiplicateursindéterminésde

Lagrangeaussiappelésvariablesadjointes(Sanders& Katopodes,1999).Il a été

démontréquetrouverlespointsstationnairesdela fonctioncoûtsousla contrainte� � 	�Ψ ���x� t �"� 0 estéquivalentà trouver lespointsstationnairesdu lagrangienpar

rapportauxvariables	�Ψ et 	� λ (Le Dimet & Talagrand,1986).

Puisquenousdevonsminimiserle lagrangien,nousdevonstrouver sespoints

stationnairesqui nesontpasdesminimaoumaximaabsolusmaisplutôtdespoints
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de selle(Le Dimet & Talagrand,1986).Pouraccomplircettetâche,nousappli-

quonsl’opérateurvariationnelδ aulagrangien.Ici, lesdirectionsdedéplacement

sontlesvariablesphysiquedu systèmeainsi queles variablesadjointes.En pre-

nantla variationdu lagrangien,nousobtenons:

δ
� � 	�∇ 	�Ψ �  δ 	�Ψ � 	�∇ 	� λ �  δ 	� λ

� ∂
�

∂ 	�Ψ δ 	�Ψ � ∂
�

∂ 	� λ δ 	� λ (2.20)

Il fautnoterquedumêmecoup,nousavonslinéarisénotreproblème.Cettelinéa-

risationentraîneuneaugmentationdetermesdansleséquationsadjointespuisque

la dérivéede chaquetermenon-linéaire(quadratique)produit deuxtermes(Eh-

rendorfer, 1992).Celarendla programmationdeséquationsadjointesplusardue.

Pourundéplacement
�
δ 	�Ψ � δ 	� λ � arbitraire,noussommesàunminimumseule-

mentsi δ� � 0 (Daley, 1991).Celaindiquequela dérivéedu lagrangienparrap-

portà chaquedirectiondoit êtrenulle :

∂
�

∂ 	� λ � � � 	�Ψ ���x� t ��� 0 (2.21)

et
∂
�

∂ 	�Ψ � Adj
� 	� λ �#� ∂J

∂ 	�Ψ � 0 (2.22)

où Adj
� 	� λ � représenteleséquationsadjointesaprèsintégrationparparties(Wen-

zel,2001).Notonsque(2.21)estle systèmed’équationsquel’on avait audépart.

Enfin, (2.21)et (2.22)sontleséquationsd’Euler-Lagrangeainsi qu’il a éténoté

parLe Dimet et Talagrand(1986).

2.2.2 La minimisation sanscontraintes

Malheureusement,il n’existepasdemoyenefficacepourrésoudredirectement

les équationsd’Euler-Lagrange.Cettesituationnouspousseà reformulernotre

problèmesousformedeproblèmesanscontraintes(Talagrand& Courtier, 1987).

Puisqueleséquationsphysiquesdu modèlesontdéterministes,il estévidentque

l’état du systèmeaux tempsdesobservationsdépendseulementdesconditions

initiales 	�Ψ0 du système.Celametenévidencele fait quela fonctioncoûtestune

fonction implicite desconditionsinitiales car c’est en variantles conditionsini-

tialesquenousallonstrouverla solutiondeséquationsphysiquesqui vaminimiser
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la fonctioncoût(Ehrendorfer, 1992).Selonla théoriedu contrôleoptimal(Lions,

1968),lesvariablesdecontrôleduproblèmesontlesconditionsinitiales.Onpeut

aussiutiliser lesconditionsauxfrontièrescommevariablesdecontrôle(Wenzel,

2001).Dansnotreproblème,nousavonsenlevélescontraintespuisqu’aucuneres-

triction n’estappliquéesurlesconditionsinitiales.

Afin d’êtrecapabledeminimiserle coût (Section4.4),nousavonsbesoindu

gradientde la fonction coût par rapportaux conditionsinitiales.Or, il n’est pas

possiblede trouver le gradientappropriéde façonanalytiqueparcequela fonc-

tion coûtestavant tout unefonctionexplicite desprédictions.Il setrouve quele

moyen le plus efficacepour calculerle gradientde la fonction coût par rapport

auxconditionsinitiales( 	�∇ 	�Ψ 0
J) estd’utiliser leséquationsadjointes(Courtier&

Talagrand,1990).

Il estpossibleeneffet deréécrirela fonctioncoûtdéfinieen(2.13)comme:

J � 1
2 $ H 	�Ψ 	 	�Ψo � R � 1 � H 	�Ψ 	 	�Ψo�&% (2.23)

enutilisantle produitscalaire$ �X � �Y % dedeuxvecteurs�X et �Y qui estdéfinicomme

suit (Bewley, 2001;Bewley et al., 2001):

$ �X � �Y %'��� T

0
�

Ω
�XT �Y d �x dt (2.24)

où Ω et 
 0� T � sontle domaineet l’intervalledetempsconsidérés,respectivement.

En prenantla variationdepremierordredela fonctioncoût:

δJ � $ R � 1 � H 	�Ψ 	 	�Ψo�&� δ 	�Ψ %�� (2.25)

Avant de procéder, nousallons trouver le modèlelinéaire tangentde notresys-

tème.Nouspouvonsréécrire
� � 	�Ψ ���x� t ��� 0 sousformed’unedérivéeentemps:

∂ 	�Ψ
∂t

� F
� 	�Ψ �&� (2.26)

Le modèlelinéaire tangentqui décrit l’évolution temporelled’une perturbation

danslesparamètrestelsquelesconditionsinitiales,estdonnépar:

∂δ 	�Ψ
∂t

� DF

D 	�Ψ δ 	�Ψ (2.27)
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où DF

D
	�Ψ est la matricejacobiennecontenantles dérivéesde F par rapportà 	�Ψ

évaluéesà un état initial 	�Ψ0 (Talagrand,1981).On l’appelle ainsi car il utilise

uneapproximationlinéaireet les coefficientsdu modèlelinéairesont les pentes

destangentesdu modèlenon-linéaire.On utilise le modèlelinéairetangentafin

d’étudier la progressionde l’erreur entredeux solutions; une ayantété pertur-

béeoriginalement(Errico et al., 1993).Puisque(2.27) dépendlinéairementdes

conditionsinitiales,nouspouvonsl’écrire comme:

δ 	�Ψ � Lδ 	�Ψ 0 (2.28)

où L estla résolvante.Nouspouvonssubstituerδ 	�Ψ dans(2.25)par (2.28)pour

obtenir:

δJ � $ R � 1 � H 	�Ψ 	 	�Ψo�&� Lδ 	�Ψ0 % (2.29)

Selon la théoriedesespacesde Hilbert (Talagrand& Courtier, 1987), tout

opérateurlinéaireL estreliéàunopérateuradjoint,L � , qui estlinéaire.L � obéità

la propriété:

$ �Y � L �X %(� $ L � �Y � �X % (2.30)

pourtoutproduitscalaireet vecteurs�X, �Y (Le Dimet & Talagrand,1986).

Nouspouvonsécrirel’équationadjointe:

	 ∂δ 	�Ψ �
∂t

� DF

D 	�Ψ �
δ 	�Ψ � (2.31)

puis

δ 	�Ψ0 � L � δ 	�Ψ (2.32)

où L � estl’adjoint de L. Le modèleadjoint mesurealorsla sensibilitéd’un sys-

tèmevis-à-viscertainsparamètrescommelesconditionsinitiales(Hall & Cacuci,

1983).Celadit, il faut noterque les variablesadjointesne représententpasdes

champsréelsmaislesdérivéesdela fonctioncoûtparrapportauxconditionsini-

tiales(Talagrand& Courtier, 1987).

Uneexpressionpourl’adjoint L � peutêtreobtenueàpartir dumodèlelinéaire

tangenten utilisant l’intégration par partiesafin de passerles dérivéesde la va-

riable réelle 	�Ψ à la variableadjointe 	�Ψ � (Bewley, 2001;Bewley et al., 2001):
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$ �Y � L �X %� � T

0
�

Ω
�YTL �X d �x dt

� � T

0
�

Ω
L � �YT �X d �x dt � b

� $ L � �Y � �X %�� (2.33)

Le termeb vientdel’intégrationparparties.Enexigeantqueb � 0,nousobtenons

l’équation(2.30).Cecidit, nouspouvonsremplacerle modèlelinéairetangentpar

sonadjointdans(2.29):

δJ � $ L � � H 	�Ψ 	 	�Ψo
t �&� δ 	�Ψ0 %�� (2.34)

Puisquela variationdeJ peutêtreécritecomme(RPN,2001):

δJ � J
�
Ψ0 � δΨ0 � 	 J

�
Ψ0 �� $ ∇J

�
Ψ0 �&� δΨ0 %)� termesnon-linéaires� (2.35)

le gradientdela fonctioncoûtestalorsdonnépar:

∇J � L � R � 1 � H 	�Ψ 	 	�Ψo�*� (2.36)

À partir de(2.31),nouspouvonsécrirel’équationadjointenonhomogène(Tala-

grand& Courtier, 1987):

	 ∂δ 	�Ψ �
∂t

� DF

D 	�Ψ �
δ 	�Ψ � � 	�∇ 	�Ψ J

� 	�Ψ � (2.37)

qui estéquivalenteà (2.22).Finalement,le gradientde la fonction coût par rap-

port aux conditionsinitiales estdéterminépar la valeursdesvariablesadjointes

aprèsavoir résolu(2.22),soit leséquationsadjointesnonhomogènes(Courtier&

Talagrand,1990).



Chapitr e 3

Modélisation physiquede

l’écoulementeneauxpeuprofondes

3.1 Niveauxde référence

Les équationsen eauxpeuprofondesnécessitentla définition de niveauxde

référence(fig. 3.1).Z estla hauteurtotalemesuréedela surfacedel’eauauniveau

de référence(datum).Il s’agit d’une hauteurde référencequenouschoisissons

commele niveaude la mer par exemple.La hauteurd’eauestdonnéepar h. Zb

est la hauteurde la bathymétriemobile composéede sédiments.Les sédiments

sont le sableet la vasequi reposentau fond desrivières.Zs est la hauteurde la

bathymétriesolideou roc. L’épaisseurde la couchedesédimentsestdonnéepar

Zb 	 Zs.

bZ
sZ

Datum

Z
h

FIG. 3.1– LesdifférentsniveauxderéférenceutilisésdansleséquationsdeSaint-
Venant
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3.2 Dérivation deséquationsdeSaint-Venant

3.2.1 Conservation de la masse

Ondivisele fluideenvolumesélémentaires(fig. 3.2)etonappliquela conser-

vationdela massedanscevolumequelconque:
changementdemassedansle volume = flux demassedansle volume

- flux demassehorsduvolume

+ créationdemasse

- destructiondemasse.

V

dx

dz

dy

FIG. 3.2– VolumeélémentaireV defluide

Commeil n’y a aucuneréactionchimiqueà l’intérieur du volume,lestermes

decréationet dedestructionsontnulles.Mathématiquement,nousavons:

�
V

∂ρ
∂t

dV �+�
S

ρ �v  d �S � 0 (3.1)

où S � ∂V estla surfaceautourdu volumeélémentaireV. Le secondterme,qui

représentele flux net,peutêtreréécritenutilisantle théorèmedeGreen:

�
V

∂ρ
∂t

dV � �
V

�∇  � ρ �v� dV � 0 (3.2)

Nouspouvonsrassemblerlestermessousuneseuleintégrale:

�
V

∂ρ
∂t
� �∇  � ρ �v� dV � 0 (3.3)

Si les volumessont tous égauxavec une densiténon constante,nouspouvons

changerl’équationintégraleenéquationdifférentielle:

∂ρ
∂t
� �∇  � ρ �v��� 0 (3.4)
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, , , , , , , , ,, , , , , , , , ,, , , , , , , , ,- - - - - - - - -- - - - - - - - -- - - - - - - - -Aire constante

h(x,y)

dx

dy

(x,y)

FIG. 3.3– Colonnesd’eauqui sedéplacent

Cetteéquationestl’équationdecontinuitédeNavier-Stokes(1845).En cequi a

trait auxéquationsdeSaint-Venant,lesvolumesélémentairessontreprésentéspar

descolonnesd’eauqui sedéplacent(fig. 3.3).

Cette représentationnécessitel’utilisation d’élémentsde volume différents

maisengardantla densitéconstante,nousavons:

∂
�
ρhA�
∂t

� �∇  � �vρhA��� 0 (3.5)

En éliminantl’aire, A, et la densitépuisqu’ellessontconstantes,onobtient:

∂h
∂t
� �∇  � h�v��� 0 (3.6)

3.2.2 Conservation de la quantité demouvement

Le taux de changementde la quantitéde momentd’un volumede fluide est

égalà la sommedesforcesexercéessurcelui-ci :

Dρ �v
Dt

� ∑
i

�Fi (3.7)

où D
Dt estla dérivéelagrangienne(Tritton, 1988).Si on utilise la définitionde la

dérivéelagrangienne,nousnousretrouvonsaveccetteéquation:

∂ρ �v
∂t

� �∇  � ρ �v�v��� ∑
i

�Fi � (3.8)
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En imposantun gradientdepressionainsiqu’uneforcevisqueuse,nouspouvons

écrirela sommedesforcesexplicitement:

∂ρ �v
∂t

� �∇  � ρ �v�v��� 	 �∇P � ν∇2 �v� (3.9)

Nousobtenonsainsi l’équationdeNavier-Stokessi lesvolumessonttouségaux.

Dansle casdeséquationsde Saint-Venant,la densitéestconstantemaispasle

volumeélémentairelequelestremplacépar la hauteurde la colonned’eauh. On

écrit alors:
∂h�v
∂t

� �∇  � h�v�v��� 	 �∇P � ν∇2 �v� (3.10)

Puisquenousconsidéronsla colonned’eau,nousfaisonsl’approximationditehy-

drostatique: la pressionestseulementdueaupoidsdela colonned’eau.On peut

doncécrirela pressioncommeétant:

P � 	 ρgh � 	 h2g (3.11)

pourobtenir
∂h�v
∂t

� �∇  � h�v�v��� g �∇h2 � τu

ρ
(3.12)

oùnousavonsremplacéle termedeviscositédufluide (ν . 10� 6m2 � spourl’eau

à20°C) parun termedecisaillementauniveaudu lit. Nousallonsexpliquerdans

la prochainesectioncommentmodélisercetermedecisaillement.

3.2.2.1 Le cisaillementdu lit

L’équation(3.12)s’écrit enunedimensiond’espacex :

∂v
∂t
� v

∂v
∂x
� g

∂Z
∂x
� τu

ρ
� 0 (3.13)

où τu estla contraintedecisaillementdu lit qui représentela forcedefrottement

par unité de surfacedueà la rugositédu fond (Zhou & Stansby, 1999).Elle est

expriméeenutilisantla vitessehorizontalemoyenneet s’écrit :

τu � CbρV2 (3.14)

oùCb estun coefficient defriction del’écoulementauniveaudu lit (sansdimen-

sion)etV estla vitessemoyenne.Notonsque(3.14)assumequela contraintede
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cisaillementestproportionnelà l’énergie cinétiquedu fluide. Si cettecontrainte,

τu, agit surun périmètremouillé P etunelongueurdecanalX, la forcedetraînée

turbulenteFu s’écrit :

Fu � τuPX � CbρV2PX � (3.15)

Dansun systèmeenéquilibre,cetteforcedetraînée,Fu, doit êtreégaleà la force,

Fd, dueaupoidseffectif del’eau (Dingman,1984):

Fd � ρgAXsin
�
θ � (3.16)

où A est l’aire d’une sectiontransversaleet θ est la pentedu fond. En égalant

(3.15)et (3.16),nousobtenons:

Fu � Fd

CbρV2PX � ρgAXsin
�
θ �

V � gAsin
�
θ �

CbP

1
2

(3.17)

Nouspouvonssimplifier l’expressiondela vitesseendéfinissantle rayonhydrau-

liqueR � A� P et enremplaçantsin
�
θ � parS0 :

V � gRS0

Cb

1
2 � (3.18)

Le coefficientdeChézy, Cz, estdéfinipar:

Cz � g
Cb

1
2 � (3.19)

En substituant(3.19)dans(3.18),nousobtenons:

V � CzR
1
2S

1
2
0 (3.20)

qui estl’équationdeChézy(Dingman,1984).Ici, Cz adesdimensionsde[L
1
2T � 1]

maisgénéralement,on le traitecommeétantsansdimensionenécrivant:

V � ucCzR
1
2S

1
2
0 (3.21)
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où uc prendencomptelesunités(Dingman,1984).Dansla pratique,on préfère

l’expressiontrouvéeexpérimentalementparManning:

V � um
1
n

R
2
3S

1
2
0 (3.22)

où n estle coefficient derugositédeManninget um remplit lesmêmesfonctions

queuc puisquele coefficientdeManningestgénéralementconsidérécommeétant

un nombresansdimension.Le coefficient deChézypeutêtrerelié avecle coeffi-

cientdeManningà l’aide dela relationsuivante(Zhou& Stansby, 1999):

Cz � h
1
6

n
� (3.23)

Le coefficient de Manninga doncdesdimensionsde [L � 1
3T] 1. Nouspouvons

doncréécrire(3.13):

∂v
∂t
� v

∂v
∂x
� g

∂Z
∂x
� gv2n2

h
4
3

� 0� (3.24)

3.2.3 Leséquationsoriginelles deSaint-Venant

Voici leséquationstellesqu’obtenuesparSaint-Venant(1871):

dh
dt
� d

�
hv�
dx

� 0 (3.25)

et
dv
dt
� v

dv
dx 	 g

dζ
dx
� P

h
F
ρ
� 0 (3.26)

où ζ est la distanceentrela surfacede l’eau et un niveaude référencesituéau-

dessusdel’eaucomparativementàla figure(3.1)oùceniveauestsituéau-dessous

du lit dela rivière.Ceciexpliquela présencedu signenégatifdevantle terme.Le

derniertermede(3.26)représentele frottementdu fond dela rivière.Dansnotre

cas,nousavonsmodéliséce termepar le termede Manning.Nos équationsen

eauxpeuprofondescorrespondentauxéquationsoriginelles(Saint-Venant,1871).

1UnediscussionausujetdesunitésdutermedeManningsetrouveàla section5-6dans(Chow,
1959).
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a) c)b)

FIG. 3.4–Modesdetransportdessédimentsd’après(Fredsøe& Deigaard,1992):
a) transportà petitesforcesdecisaillement,b) transportencouche,c) sédiments
ensuspension

sq+ ∆sqs q

FIG. 3.5– Conservationdu débitdesédiments,d’après(Chanson,1999)

3.2.4 Conservation de la massepour lessédiments

Maintenant,nousallonsécrirel’équationdecontinuitépourlessédiments.Le

flux desédimentsqs estdonnépar:

qs � qsl � qss (3.27)

où qsl est le flux de sédimentscharriésau niveaudu lit et qss est le flux de sé-

dimentsensuspension(Yalin, 1992).La distinctionentrecesdeuxflux estdueà

la façondont lessédimentssedéplacent: le flux delit voyageau-dessusdu fond

marinet lescollisionsinter-particulairessontdominantes(fig. 3.4b)tandisquela

turbulencedu fluideestdominantedansle flux ensuspension(fig. 3.4c).Lorsque

le cisaillementest très faible, le sédimentne sedéplacepasen couche; seules

quelquesparticulesroulent sur le fond marin (fig. 3.4a) (Fredsøe& Deigaard,

1992).

En prenantun petit volume de contrôle (fig. 3.5), les lois de conservation

exigent que le flux de sédimentsà traversce volumesoit égalà la variationde

la hauteurdu fond marin.
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La quantitéphysiquepertinenteestalorsCs la concentrationdesédimentsen

suspensiondansun petit volumeélémentaire.On peutalorsécrirel’équationde

transportdela concentrationdesédiments:

∂Cs

∂t
���v  �∇Cs � p

∂
�
Zb 	 Zs�

∂t 	 ∂
�
Zb 	 Zs�

∂t
(3.28)

Le termep∂ / Zb � Zs0
∂t estun termedecréationdela concentrationdesédimentsve-

nantdessédimentsarrachésdu lit où Zb 	 Zs estl’épaisseurde la couchede sé-

diments.Ce termeestproportionnelà la porositépuisqu’avecuneporositéplus

élevée,l’eau a plus de facilité pours’infiltrer dansle lit et soulever le sédiment.

Celacréeunchangementdansla hauteurdu lit. Le terme∂ / Zb � Zs0
∂t estun termede

destructionde la concentrationde sédiments.Ce termeestdû aux sédimentsen

suspensionqui sedéposentsurle lit.

En utilisant uneidentitévectorielle,nouspouvonsréécrirel’advectionde la

concentration: �∇  � Cs�v�"�1�v  �∇Cs � Cs
� �∇  2�v�&� (3.29)

Puisquenousutilisonsl’approximationdufluide incompressible,le dernierterme

de(3.29)estnul. L’advectiondela concentrationdevientalors:

�v  �∇Cs � �∇  � Cs�v�� �∇  #�qs (3.30)

où qs estle débitdesédimentsparunitédevolume(qs � Csv).

En substituant(3.30)dans(3.28),nousobtenons:

∂Cs

∂t
� �∇  3�qs � p

∂
�
Zb 	 Zs�

∂t 	 ∂
�
Zb 	 Zs�

∂t
� (3.31)

Enfin,si nousrassemblonslestermes,nousobtenonsl’expressionsuivante:

∂
∂t

�
1 	 p� � Zb 	 Zs�#�54 �qs 44 �v 4 � �∇  3�qs � 0 (3.32)

oùCs aétéremplacépar 687qs 6697v6 . Pourlemodèleàunedimension,qs estdonnéparavb

oùa etb sontdesconstantesempiriquesmesuréesaulaboratoireetqui dépendent

dela naturedessédiments(Bhallamudi& Chaudhry, 1991).

Dansnotremodèle,nousallonsnégligerleseffetsdeseauxsouterrainesmais

nousallons tout de mêmepasseren revue les équationsqui s’y rapportent.Les
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eauxsouterrainesconsistentautransportet à l’entreposagedel’eau danslessols

perméablesque l’on appelleaquifères.Le déplacementde l’eau sousla plaine

inondableestdonnéparl’équationdeBoussinesqpourleseauxsouterraines(Mwaka,

2001):

T
∂2φ
∂x2 � ∂2φ

∂y2 � Sy
∂φ
∂t
� I

�
x� y� t � (3.33)

où φ estla chargepotentiellesouterraine,T estla transmissivité del’aquifère,Sy

estle rendementspécifiquede l’aquifèrenonconfinéet I
�
x� y� t � estl’infiltration

verticalede l’aquifèrenonconfiné.Quantà l’aquifèresituésousla rivière,nous

devonsremplacer(3.33)par:

T
∂2φ
∂x2 � ∂2φ

∂y2 � Sc
∂φ
∂t
� q

�
x� t � K1 � H � Z1 � (3.34)

où Sc estle coefficient d’emmagasinementdel’aquifèreconfiné,q
�
x� t � K1 � H � Z1 �

est l’infiltration provenantde la rivière,K1 estla conductivité hydrauliquede la

couchedesédimentsrecouvrantle fonddela rivière,H estle niveaud’eaudansla

rivièreet Z1 estl’épaisseurdela couchedesédiments(Mwaka,2001).La rivière

et le systèmeaquifèrepeuventêtrecouplésà l’aide dela loi deDarcy :

q � K1

Z1

�
∆H � (3.35)

où q estle débitautraversdela couchedesédimentsparunitéd’aireet ∆H estla

chargehydrauliqueà traversla couchedesédiments(Mwaka,2001).La priseen

comptede la circulationdeseauxsouterrainesn’estpasnégligeable(Katopodes

& Bradford,1999)et devrait êtreinclusedanslesmodèlesfuturs.

3.3 Leséquationseneauxpeuprofondesen 2D

Leséquationseneauxpeuprofondesen2D (Sadourny, 1975)sontla conser-

vationdela masse:
∂H
∂t
� �∇  � H �V ��� 0� (3.36)

la conservationdela quantitédemouvement:

∂ �V
∂t
� ηN : ��� H � Zb � g �V �#� �∇ �

H � Zb � g � �V  �V
2

� gn2 4 �V 4 �V
H

4
3

� 0� (3.37)
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et la conservationdela massepourlessédiments:

∂
∂t

�
1 	 p� Zb �;4 �qs 44 �V 4 � �∇  8�qs � 0� (3.38)

Dans l’équation de la conservation du de la quantitéde mouvement,la vorti-

cité potentielle2 η est égaleà 7∇ < 7V/ H = Zb 0 g. N est le vecteurnormal unitaire.Dans

l’équationde la conservation de la massepour les sédiments,Zb est ici l’épais-

seurde la couchede sédiments.Pour le débit dessédiments,nousavons pris

qs � a6 7V 6 2
Hb (Bhallamudi& Chaudhry, 1991).

Nousavonsdiscrétiséceséquationsà l’aide d’un schémaconnuqui utilise les

différencesfiniescentréessurunegrille décalée(voir section4.2.1).

3.4 Changementd’échellesdeséquations

Le changementd’échellesdeséquationssertà comparerlesécoulementsqui

partagentla mêmegéométriemaisà différenteséchelles(Tritton, 1988).Suiteau

changementd’échelles,il y apparaîtdesnombressansdimensionsqui, en géné-

ral, sont desrapportdesdifférentesquantitésphysiquesentranten jeux durant

l’écoulement.Cesnombressansdimensionspermettentdecaractériserle régime

de l’écoulementet de décrire les phénomènesphysiquesdansles unitésperti-

nentes.

Afin deprocéderauchangementd’échellesdeséquations,nousallonsutiliser

leséchellessuivantes(abstraites):

t >?� t
T
� h>@� h

L
� Z>b � Zb

L
� u>@� u

U
� v>@� v

U
� x>@� x

L
� y>@� y

L
� q>s � qs

UL
(3.39)

avecuntempscaractéristiqueT, uneéchelledelongueurL (profondeurmoyenne)

et unevitessemoyenneU .

∂h
∂t
� ∂hu

∂x
� ∂hv

∂y
� 0 (3.40)

∂h> L
∂t > T � ∂h> Lu> U

∂x> L � ∂h> Lv> U
∂y> L � 0 (3.41)

L
T

∂h>
∂t > � LU

L
∂h> u>
∂x> � LU

L
∂h> v>
∂y> � 0 (3.42)

2Pouruneexplicationdu conceptdela vorticitépotentielle,voir (Pedlosky, 1987).
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L
T

∂h>
∂t > � U

∂h> u>
∂x> � U

∂h> v>
∂y> � 0 (3.43)

En choisissantun tempscaractéristiquetel queT � L
U , (3.43)devient :

∂h
∂t
� ∂hu

∂x
� ∂hv

∂y
� 0 (3.44)

Nousavonsenlevé lesprimespoursimplifier la notation.

∂ �V
∂t
� ηN : ��� H � Zb � g �V �#� �∇ �

H � Zb � g � �V  �V
2

� gn2 4 �V 4 �V
H

4
3

� 0 (3.45)

∂ �V >U
∂t > T � U

LLg
η> N : ��� H > � Z>b � Lg �V > U �

� 1
L
�∇ �

H > � Z>b � Lg � �V > U  �V > U
2

� gn2 4 �V > U 4 �V > U
H > 43L

4
3

� 0 (3.46)

U
T

∂ �V >
∂t > � U2Lg

L2g
η> N : ��� H >&� Z>b � �V > ��� Lg

L
�∇ � H >&� Z>b �

� U2

L
�∇ �V >  �V >

2
� gn2U2

L
4
3

4 �V > 4 �V >
H > 43 � 0 (3.47)

∂ �V
∂t

� ηN : ��� H � Zb � g �V �#� gL
U2

�∇ � H � Zb ��� �∇ �V  �V
2

� gn2

L
1
3

4 �V 4 �V
H

4
3

� 0 (3.48)

∂ �V
∂t

� ηN : ��� H � Zb � g �V �#� 1�
Fr� 2 �∇ � H � Zb ��� �∇ �V  �V

2

� gn2

L
1
3

4 �V 4 �V
H

4
3

� 0 (3.49)

Nousobtenonsainsi deuxnombressansdimensions: le nombrede Froude,
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Fr, et le nombregn2

L
1
3

qui estsansdimensionpuisquele coefficientdeManning,n, a

desunitésde[L � 1
3T] (section(3.2.2.1)).Le nombredeFroudeestunrapportentre

la force inertielleet la forcederappelgravitationnelle.L’équationdessédiments

esttraitédela mêmemanière:

�
1 	 p� ∂

�
Zb 	 Zs�

∂t
� ∂ 687qs 6697v 6

∂t
� �∇  #�qs � 0 (3.50)

�
1 	 p� ∂

�
Z>bL 	 Z>sL �

∂t > T � ∂ 6 7qAsUL 66 7vA U 6
∂t > T � 1

L
�∇>  �q>sUL � 0 (3.51)

L
T

�
1 	 p� ∂

�
Z>b 	 Z>s�

∂t > � UL
UT

∂ 6 7qAs 66 7vA 6
∂t > � UL

L
�∇>  �q>s � 0 (3.52)

En utilisantT � L
U , nousobtenons:

�
1 	 p� ∂

�
Zb 	 Zs�

∂t
� ∂ 687qs 6697v 6

∂t
� �∇  #�qs � 0 (3.53)

3.5 Ondesde surface

Avec les équationsde Saint-Venanten unedimension,on peutobtenir l’ex-

pressiondela vitessedesondesdesurfaceoudegravité. Nousécrivonsleséqua-

tionsdeSaint-Venantpourunedimension:

∂h
∂t
� ∂hu

∂x
� 0 (3.54)

∂u
∂t
� u

∂u
∂x
� g

∂h
∂x
� 0� (3.55)

Nousallonslinéariserles équationspour un étatau reposalors,h � h0 � δh où

h0 estla hauteurmoyenneet u � u0 � δu � δu puisquela vitessemoyenneu0 est

nulle (Cullen,2001):

∂
�
h0 � δh�

∂t
� ∂

�
h0 � δh� δu

∂x
� 0 (3.56)

∂δu
∂t

� δu
∂δu
∂x

� g
∂
�
h0 � δh�

∂x
� 0� (3.57)
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Endéveloppantetennégligeantlestermesnon-linéairesenδh etδu, nousavons:

∂
�
δh�
∂t

� h0
∂δu
∂x

� 0 (3.58)

∂δu
∂t

� g
∂
�
δh�
∂x

� 0� (3.59)

Ensuite,nousdérivons(3.58)part et (3.59)parx :

∂2δh
∂t2 � h0

∂2δu
∂t∂x

� 0 (3.60)

∂2δu
∂x∂t

� g
∂2δh
∂x2 � 0� (3.61)

Comme ∂2δu
∂t∂x � ∂2δu

∂x∂t , nous pouvons substituer(3.61) dans(3.60) pour obtenir

l’équationsuivante:
∂2δh
∂t2 	 h0g

∂2δh
∂x2 � 0 (3.62)

qui estl’équationd’uneondeayantunevitessedonnéepar:

c � h0g� (3.63)

L’équation(3.62)estdoncl’équationdesondesdesurface.La formuledesondes

degravité (équ.(3.63))a étédérivéepour la premièrefois parLagrange(Chow,

1959).Elle estutiliséecommetestdanslescodeseneauxpeuprofondes.

3.6 LeséquationsadjointesSaint-Venant1D

Maintenant,nousallonsdériver leséquationsadjointespour leséquationsde

Saint-Venanten1D enécrivantle lagrangienpourleséquationseneauxpeupro-

fondesenunedimension.Poursimplifier la notation,lesdérivéespartiellesseront

dénotéespar un indice.Le lagrangienpour les équationsen eauxpeuprofondes

en1D est:

� � � T

0
� L

0
J � h� 
 ht � �

hv� x �
� v� 
 vt � �

1� 2� v2
x � ghx � gzx � gv2n2 � h4

3 �� z� 
 � 1 	 p� zt � a
�
vb� 1 � t � avb

x � dx dt (3.64)
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où h� , v� et z� sontlesmultiplicateursdeLagrangeλi qui sontaussiappelésva-

riablesadjointes.

Après avoir multiplié les termesdeséquationspar leurs variablesadjointes

respectives,nousvoulonstransférerlesdérivéesdesvariablesréellesauxvariables

adjointes.L’intégrationparpartiesnouspermetdele faire.

Prenonsle premiertermecommeexemple:

� T

0
� L

0
hth� dx dt � � L

0
h� h � T0 dx 	 � T

0
� L

0
hh�t dx dt (3.65)

Aprèsavoir appliquél’intégration par parties,on remarqueun signemoinsqui

apparaîtdevant le nouveautermecontenantla dérivéeet un termedépendantdes

conditionsauxfrontières.En répétantpourlesautrestermes,nousobtenons:

� � � T

0
� L

0
J 	 hh�t 	 hvh�x 	 vv�t

	 �
1� 2� v2v�x 	 ghv�x 	 gzv�x � gv2n2v� � h4

3

	 �
1 	 p� zz�t 	 avb� 1z�t 	 avbz�x dx dt

� � L

0

 h� h � v� v � z� ��� 1 	 p� z � avb� 1 � � � T0 dx

� � T

0

 h� hv � v� ��� 1� 2� v2 � gh � gz�#� z� avb � � L0 dt (3.66)

La variationdu lagrangienest:

δ� � � T

0
� L

0
δh 
 Jh 	 h�t 	 vh�x 	 gv�x 	 � 4� 3� gv2n2v� � h7

3 �
� δv 
 Jv 	 hh�x 	 v�t 	 vv�x � 2vgn2v� � h4

3 	 a
�
b 	 1� vb� 2z�t 	 abvb� 1z�x �� δz
 Jz 	 gv�x 	 � 1 	 p� z�t � dx dt

� � L

0

 h� δh � v� δv � z� ��� 1 	 p� δz � a

�
b 	 1� vb� 2δv� � � T0 dx

� � T

0

 h� � vδh � hδv�#� v� � vδv � gδh � gδz��� abvb� 1z� δv� � L0 dt (3.67)

Noussommesà un minimum si δ
� � 0. Pourun déplacement

�
δh� δv� δz� arbi-

traire,lestermesentreparenthèsescarréesdoiventêtrenulspourobtenirδ
� � 0.

Nouschoisissonslesconditionsinitialeset lesconditionsauxfrontièresdefaçon

àcequelesdeuxdernièresintégralesdansδ
�

soientnulles(Daley, 1991).
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Leséquationsadjointessontalors:

h�τ 	 vh�x 	 gv�x 	 � 4� 3� gv2n2v� � h7
3 � Jh � 0 (3.68)

v�τ 	 hh�x 	 vv�x � 2vgn2v� � h4
3 � a

�
b 	 1� vb� 2z�τ 	 abvb� 1z�x � Jv � 0 (3.69)�

1 	 p� z�τ 	 gv�x � Jz � 0 (3.70)

où la variableτ � T 	 t estl’inversedu temps.

Nousavonscommeconditionsinitiales:

h� � x� τ � 0 ��� v� � x� τ � 0 ��� z� � x� τ � 0 ��� 0 (3.71)

δh
�
x� t � 0��� δv

�
x� t � 0 ��� δz

�
x� t � 0��� 0 (3.72)

et commeconditionsauxfrontières:

h� � x � 0 � τ ��� v� � x � 0 � τ ��� z� � x � 0 � τ ��� 0 (3.73)

h� � x � L � τ ��� v� � x � L � τ ��� z� � x � L � τ ��� 0� (3.74)

Enfin,legradientdela fonctioncoûtparrapportàlahauteurinitiale seradonné

par la valeurde la variableadjointeh� évaluéeà τ � T (Courtier& Talagrand,

1990).Nousavonsla mêmechosepourlesautresvariablesv et z. Le gradientde

la fonctioncoûtseradoncdéterminépar:

�∇Jh0 � h� � x� τ � T � (3.75)�∇Jv0 � v� � x� τ � T � (3.76)�∇Jz0 � z� � x� τ � T � (3.77)

Leséquationsadjointessontrésoluesàl’aide d’itérationsavecunpasentemps

dτ à ajusterselonla fréquencedesobservations.
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3.7 Leséquationsadjointesen 2D

En suivant la méthodeprésentéepour le casen 1D, noustrouvons que les

équationsadjointessont:

h�τ 	 uh�x 	 vh�y 	 g
�
u�x � v�y � 	 ab

hb= 1

u4 � v4

u2 � v2z�τ
	 4

3
gn2

h
7
3

u2 � v2
�
uu� � vv� �

� ab

hb= 1

�
u2z�x � v2z�y ��� Jh � 0 (3.78)

u�τ 	 hh�x 	 uu�x � ωv� 	 uv�y � au

hbCz�τ 	 2au

hb z�x
� u� gn2

h
4
3

2u2 � v2B
u2 � v2

� v� gn2vu

h
4
3

u2 � v2 � Ju � 0 (3.79)

v�τ 	 hh�y 	 vu�x 	 ωu� 	 vv�y � av

hbCz�τ 	 2av

hb z�y
� u� gn2vu

h
4
3

u2 � v2 � v� gn2

h
4
3

u2 � 2v2B
u2 � v2

� Jv � 0 (3.80)

�
1 	 p� z�τ 	 g

�
u�x � v�y �#� Jz � 0 (3.81)

avecω � ∂v
∂x 	 ∂u

∂y, C � u4 = 2u2v2 � v4/ u2 = v2 0 2 u2 = v2

u4 = v4 et τ � T 	 t. Notonsqueω estle rota-

tionneldela vitesse.



Chapitr e 4

Algorithmes et aspectsnumériques

4.1 Algorithme de la méthode4D-VAR

Tout d’abord,nousdébutonsavecuneestimationdesconditionsinitialesqui

proviennentdesdonnéesd’observationsou de laboratoire.On effectuealorsune

premièreprédictionen résolvant le problèmedirect. La figure (4.1) résumeles

diversesétapesqu’il faut suivre pour pouvoir effectuerdesprédictionsà l’aide

dela méthode4D-VAR. On supposeégalementqu’on a choisiunefonctioncoût.

Puisquela plupartdesméthodesdeminimisationont besoindu gradient,nousal-

lons calculerce dernierà l’aide deséquationsadjointescommeil a étédit plus

haut.Suiteà la minimisationdela fonctioncoût,nousavonsdesnouvellescondi-

tionsinitiales.Nousutilisonscesconditionsinitialesdansunenouvellesimulation

pourfaireunedeuxièmeprédiction.Commesortie,nousavonsuneprédictionop-

timalequi minimisel’erreur entrela prédictionet lesobservations.

4.2 Discrétisation

4.2.1 Discrétisationdu problèmedir ect

Pourle problèmedirect,nousutilisonsle schémasuivant (Arakawa, 1970)1.

Eneffectuantleproduitvectoriel,leséquations(3.36)et(3.37)peuventêtreécrites

1L’algorithme4D-VAR nouspermetd’utiliser n’importequel schémapourvuqu’il ait la sta-
bilité et la fiabilité voulue.Danscetordred’idée,nousproposonsun autreschéma: le schémade
MacCormackquenousallonsprésenterpourun casà unedimensionmaisil estfacilementgéné-
ralisablepourdeuxdimensions(Chaudhry, 1993).Le schémadeMacCormackdesecondordreen
tempsetespaceestfacileàprogrammeret réagitbienauxchocs(Bhallamudi& Chaudhry, 1991).

38



39

Minimisation

● Première prédiction
Équations de St-Venant

Conditions initiales

J : Fonction coût

(Plus profonde descente)

●

●

Prédiction optimale
Sortie

Deuxième prédiction
Équations de St-Venant

Nouvelles conditions initiales

∆
J : Équations adjointes

FIG. 4.1– Algorithmedela méthode4D-VAR
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souscetteforme:
∂H
∂t
� ∂Hu

∂x
� ∂Hv

∂y
� 0 (4.4)

∂u
∂t 	 ηHv � ∂E

∂x
� 0 (4.5)

∂v
∂t
� ηHu � ∂E

∂y
� 0 (4.6)

Avant de débuter, nousallons choisir la façonde discrétiserles dérivéeset les

moyennesd’unecertainequantitéqi � j :

∂xqi � j � qi � j 	 qi � 1� j
∆x

(4.7)

∂yqi � j � qi � j 	 qi � j � 1

∆y
(4.8)

q̄x
i � j � qi � j � qi � 1� j

2
(4.9)

q̄y
i � j � qi � j � qi � j � 1

2
(4.10)

Nousdéfinissonslesflux demasseU etV :

U � H
x
u (4.11)

et

V � H
y
v� (4.12)

D’abord,nouscalculonsun prédicteurqui n’estqu’unedifférencefinie arrière:

U Ci D Un
i E ∆t

∆x F f G Un
i H2I f G Un

i J 1 HLK&E ∆tF G Un
i HNM (4.1)

Ensuite,nouscalculonsun correcteurqui n’estqu’unedifférencefinie avant:

U COCi D Un
i E ∆t

∆x F f G U Ci P 1 H2I f G U Ci HLK&E ∆tF G U Ci HNM (4.2)

Enfin, la nouvellevaleurdeU est:

UnP 1
i D 1

2
G U Ci E U CQCi HNM (4.3)

Il estpossibled’utiliser unedifférencefinie avantpourle prédicteuret unedifférencefinie arrière
pour le correcteur. Nouspouvonségalementlesalternerà chaqueitérationpouruneplusgrande
stabilité(Chaudhry, 1993)(p.317).Nouspouvonségalementutiliser un schémasemi-lagrangien
qui permetl’utilisation d’un plus grandpasen temps(Staniforth& Côté,1991;Gravel, 1998;
Robert,1982).
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L’énergie totale(Bernoulli),E, est:

E � �
H � Zb � g � 1

2

�
u2x � v2y �&� (4.13)

et la vorticitépotentielleest:

η � ∂xv 	 ∂yu

H
xy (4.14)

Nousavonsdonc:
∂H
∂t
� ∂xU � ∂yV � 0 (4.15)

∂u
∂t 	 ηyV

xy � ∂xE � 0 (4.16)

∂v
∂t
� ηxU

yx � ∂yE � 0 (4.17)

Si l’on ajoutele termedeManning,(4.16)et (4.17)deviennent:

∂u
∂t 	 ηyV

xy � ∂xE � u
gn2

B
u2 � v2

H
4
3

� 0 (4.18)

∂v
∂t
� ηxU

yx � ∂yE � v
gn2

B
u2 � v2

H
4
3

� 0 (4.19)

Pourdiscrétiserl’équationdu transportdessédiments,on utilise les différences

finiesavant.Nousdéveloppons(3.38)pourobtenir:

∂
∂t

�
1 	 p� Zb � q2

x � q2
yB

u2 � v2
� ∂qx

∂x
� ∂qy

∂y
� 0 (4.20)

où qx et qy sontlescomposantesenx et eny du débitdesédimentqs. En rempla-

çantla parenthèsede(4.20)parB et endiscrétisant,nousavons:

Bn= 1 	 Bn

∆t
� 	 qxi = 1� j 	 qxi � j

∆x 	 qyi � j = 1 	 qyi � j
∆y

(4.21)

et enisolantBn= 1 :

Bn= 1 � Bn 	 ∆t
qxi = 1� j 	 qxi � j

∆x 	 ∆t
qyi � j = 1 	 qyi � j

∆y
� (4.22)
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En utilisant(4.20)et (4.22),noustrouvonsZn= 1
b :

Zn= 1
b � Bn= 1 	 q2

x � q2
yB

u2 � v2

�
1 	 p�&� (4.23)

Les dérivéesen tempsde (4.15), (4.18) et (4.19) ont étédiscrétiséespar un

schémaLeap-Frogentemps.Si ∂q
∂t � F, alors:

qn= 1 	 qn� 1

2∆t
� Fn � (4.24)

Le schémaLeap-Frogestconservatif maisil esttrèsdispersif(Mitchell & Grif-

fiths, 1980).Dansle but d’atténuerles oscillationsnumériquesrésultantes,nous

utilisonsun termeanti-dispersion(Roache,1976).Nousutilisonségalementune

viscositéartificielle (section4.3).Celissageesteffectuéà un intervalle detemps

régulier. Enfin, nous avons optimisé le code en le vectorisant(annexe D). Ce

schémanumériqueneconserveexactementni la massetotale:

M �R�
S
HdS� (4.25)

ni l’énergie totale:

E �R�
S

1
2

�
H � �V  �V � HdS� (4.26)

maisl’enstrophie2 potentielleabsolue(Arakawa,1970):

Z � �
S

1
2

η2HdS� (4.27)

4.2.2 Discrétisationdeséquationsadjointes

Pourla discrétisationdeséquationadjointes,nousavonseurecoursàunsché-

maprédicteur-correcteurdetypeLax-Friedrichs(Liska & Wendroff, 1999).Pour

utiliserceschémaconservatif, il fautécrireleséquationssousformeUt � fx
�
U �?�

gy
�
U ��� h

�
U � où h

�
U � représentelestermesnon-conservatifs.Le premierpasest

donnépar:

2L’enstrophieestla variancedela vorticité
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Un= 1S 2
i = 1S 2� j = 1S 2 � 1

4

Un

i � j � Un
i = 1� j � Un

i � j = 1 � Un
i = 1� j = 1 �

� ∆t
2∆x


 Fi = 1� j = 1S 2 	 Fi � j = 1S 2 �
� ∆t

2∆y

Gi = 1S 2� j = 1 	 Gi = 1S 2� j �

� ∆t
2

h
Un

i � j � Un
i = 1� j � Un

i � j = 1 � Un
i = 1� j = 1

4
(4.28)

où n indice l’itération temporelleet
�
i � j � indice le point de la grille de calcul

bidimensionnelle.Lesflux F et G sontévaluésenutilisantuneapproximationdu

problèmedeRiemann(Liska& Wendroff, 1999):

Fi = 1� j = 1S 2 � f
1
2

Un

i = 1� j = 1 � Un
i = 1� j � � ∆t

4∆y

 g � Un

i = 1� j = 1� 	 g
�
Un

i = 1� j � � (4.29)

et

Gi = 1S 2� j = 1 � g
1
2

Un

i = 1� j = 1 � Un
i � j = 1� � ∆t

4∆x

 f � Un

i = 1� j = 1� 	 f
�
Un

i � j = 1� � � (4.30)

Le correcteurestalorsdonnépar:

Un= 1
i � j � Un

i � j
� ∆t

2∆x
f
�
Un= 1S 2

i = 1S 2� j = 1S 2 �#� f
�
Un= 1S 2

i = 1S 2� j � 1S 2 �
	 f

�
Un= 1S 2

i � 1S 2� j = 1S 2 � 	 f
�
Un= 1S 2

i � 1S 2� j � 1S 2 �
� ∆t

2∆y
g
�
Un= 1S 2

i = 1S 2� j = 1S 2�#� g
�
Un= 1S 2

i � 1S 2� j = 1S 2 �
	 g

�
Un= 1S 2

i = 1S 2� j � 1S 2 � 	 g
�
Un= 1S 2

i � 1S 2� j � 1S 2 � � ∆t
2

h
�
Un

i � j �&� (4.31)

4.3 Viscositéartificielle

Desoscillationsduesauxerreursnumériquespeuventseproduire.Cesoscil-

lationsnon-physiquespeuvent êtreenlevéesgrâceà l’ajout d’une viscositéarti-

ficielle. Voici uneméthode,miseaupoint pour l’aérodynamique(Jamesonet al.,

1981),qui réduitleszonesdefortsgradients(Chaudhry, 1993).Pourunegrille de
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calculàdeuxdimensions,nousévaluons:

νx
i � j � � hi = 1� j 	 2hi � j � hi � 1� j �� hi = 1� j � � 2 � hi � j � � � hi � 1� j � (4.32)

et

νy
i � j � � hi � j = 1 	 2hi � j � hi � j � 1

�� hi � j = 1
� � 2 � hi � j � � � hi � j � 1

� (4.33)

pourensuitetrouver :

εx
i = 1

2 � j � κmax
�
νx

i � j � νx
i = 1� j � (4.34)

εx
i � 1

2 � j � κmax
�
νx

i � j � νx
i � 1� j � (4.35)

εy
i � j = 1

2
� κmax

�
νy

i � j � νy
i � j = 1� (4.36)

εy
i � j � 1

2
� κmax

�
νy

i � j � νy
i � j � 1� (4.37)

où h est,dansnotre cas,lahauteurd’eauet κ est un paramètreque l’on ajuste

pourobtenirle lissagedésiré(κ � 0� 01).La fonctionmax()retournele plusgros

argument.

Aux frontièresoù hi = 1� j ethi � 1� j n’existentpas,on remplace(4.32)par:

νx
i � j � � hi � j 	 hi � 1� j �� hi � j � � � hi � 1� j � (4.38)

ou

νx
i � j � � hi = 1� j 	 hi � j �� hi = 1� j � � � hi � j � � (4.39)

respectivement.Il enva demêmepour(4.33)lorsquehi � j = 1 et hi � j � 1 nesontpas

définies(Chaudhry, 1993):

νy
i � j � � hi � j 	 hi � j � 1

�� hi � j � � � hi � j � 1
� (4.40)

et

νy
i � j � � hi � j = 1 	 hi � j �� hi � j = 1

� � � hi � j � � (4.41)

Les variablesdépendantes,commeles composantesde la vitesse,sontalors

modifiéescommesuit :

Ui � j � Ui � j � εx
i = 1

2 � j � Ui = 1� j 	 Ui � j � 	 εx
i � 1

2 � j � Ui � j 	 Ui � 1� j �
� εy

i � j = 1
2

�
Ui � j = 1 	 Ui � j � 	 εy

i � j � 1
2

�
Ui � j 	 Ui � j � 1�&� (4.42)
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FIG. 4.2– Schémadela fonctioncoût

4.4 Algorithme deminimisation

Cettefonctioncoûtestalorsminimiséeà l’aide d’un algorithmedeminimisa-

tion tel quela plusprofondedescente3, le gradientconjuguéou le quasi-Newton.

Pourla simplicité,nousallonsexpliquerla méthodedela plusprofondedescente

pourunefonctioncoûtàunedimension(fig. 4.2).D’abord,nousévaluonsla fonc-

tion coûtà un point initial Ψ0. Commepoint initial, nousavonssoustraitl’erreur

desconditionsinitiales. Cela donneun bon point de départprèsdu minimum

puisquepourunsystèmelinéaire,la perturbationinitiale serademêmemagnitude

quela perturbationfinale.Pourunsystèmenon-linéaire,celaestégalementvrai si

lesnon-linéaritésn’ont paseule tempsdejouer. Ensuite,nousdevonsdéterminer

la directionoù J décroîtle plusdansle but detrouverun nouveaupoint plusprès

du minimum,c’est-à-direquenousvoulonsitérer:

Ψk= 1 � Ψk � αk �pk (4.43)

oùk estl’itération, αk estla longueurdupasquenousallonseffectueret �pk estla

directionderecherche.Dansle casdela plusprofondedescente,cettedirectionest

le sensopposédugradient( �pk � 	 �∇J). Pourla méthodedeNewton,nousdevons

résoudrele systèmeQ �pk � 	 �∇J oùQ estla matricehessiennetandisquele quasi-

Newton S�pk � 	 �∇J où Sestuneapproximationdela matricehessienne(Kalnay

et al., 2000).On évalueJ au nouveaupoint Ψk= 1. Si J
�
Ψk= 1 �UT J

�
Ψk � , on ac-

3Pourla programmationdela routinedeminimisation,nousnoussommesinspirésde(Daniels,
1978)
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cepteΨk= 1 enaugmentantl’itérateurk et on recalcule(4.43).D’un autrecôté,si

J
�
Ψk= 1 �WV J

�
Ψk � on refuseΨk= 1 et on recommence(4.43)avecun αk pluspetit.

Oncontinuejusqu’àcequele gradientatteignela valeursouhaitée( �∇J X 0) (Bur-

den& Faires,1993).



Chapitr e 5

Deux expériencesdecontournement

Pourillustrerlaméthode4D-VAR, nousproposonsdeuxexpériencesdecontour-

nement: le contournementd’un barragethéoriqueet le contournementdubarrage

Chute-Garneausurla rivièreChicoutimilorsdel’événementdu Saguenay.

Dansles deuxexpériencesde contournementquenousavonsmenées,nous

avonsfait unepremièresimulation.Les résultatsobtenuslors de cettepremière

simulationont étéconsidéréspar la suite commeétantnos observations.Cette

techniqueoù le mêmemodèlenumériquesertà la fois à l’assimilationdedonnées

et à l’obtentiondesdonnéessenommel’expériencedesjumeauxidentiques(Da-

ley, 1991).

Maintenantquenousavonsnosobservations,nousallonsfairedessimulations

avecunehauteurd’eauinitiale ayant4 cm demoinscomparativementauxobser-

vations.La significationdecetteerreurvolontairede4 cm d’eaupeutêtrereliée

à la négligencedenepasavoir pris enconsidérationuneforte pluie tombéeaprès

avoir recueilli lesobservationssur le terrain.Commeil esttombéenviron 20 cm

depluieen36heuressurle Saguenayen1996(Brooks& Lawrence,2000),4 cm

d’eaureprésententquelquesheuresde pluie. En examinantla figure (5.1), nous

voyonsqu’auplusfort de l’orage(le 20 juillet de6 :00 à 9 :00), il tombeprèsde

4 cm depluiedurantcettepériode.Puisquela profondeurdenosdeuxrivièresest

d’une dizainede mètresenviron, cettedifférencedansles niveauxd’eaurepré-

senteenfait uneerreurdemoinsde1% danslesconditionsinitiales.Nousallons

voir quel’effet decetteerreurdanslesconditionsinitialessemanifestedéjàaprès

quelquesminutesseulement.
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FIG. 5.1 – Précipitationcumulative en mm, figure tirée de (Perrier& Slivitzky,
1999).http ://www.criacc.qc.ca/climat/suivi/extreme/survol.pdf

5.1 Contournementd’un barrage théorique

Labathymétrieutiliséepourl’expériencequenousavonseffectuéeestmontrée

(fig. 5.2).Selonl’échelledecouleur, l’orangefoncécorrespondàunebathymétrie

élevéetandisquele jaunecorrespondàunebathymétriemoinsélevée.Le dégradé

montreque nousavons donc un terrain en pentetraverséd’une rivière en son

milieu. La régionà l’étudea uneaire de800m par800m. Le courantentrepar

le côtégauche(amont)avecunevitessede6 m/set sortà droite(aval). La flèche

blancheindiquel’emplacementdubarragequi bloquela rivière.

La figure(5.3)montreunecoupetransversaledela rivière.Pournotrerivière,

nousavonschoisiuneformesimpleavecdel’érosionprèsdela rive.La rivièrea

uneprofondeurd’environ 8 m et unelargeurde160m.

Nous avons fait une simulation où l’on voit la progressiond’un début de

contournement(fig. 5.4). Sur cetteéchelle,le rougeindiqueune hauteurd’eau

maximalede12 m et le noir indiqueuneabsenced’eau.Nousavonschoisicette

figurecarelle montrela hauteurd’eauinitiale. La figure (5.5) montrela hauteur

d’eau2 minutesplustard.Surlesdeuxphotos,nousnotonsuneabsenced’eausur

la rive et sur le barragecommeil fallait s’y attendre.Également,nousvoyonsle

début d’un contournementainsi quela rivière qui commenceà sevider en aval

du barrage. Après2 minutes,nousavonsuneplus grandeaccumulationd’eau

en amontdu barrage.L’eau s’estavancéeplus loin sur la rive; ce n’est pastrès
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FIG. 5.2– Bathymétriedu barragethéoriquepourle contournement
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amont aval

12m

0

FIG. 5.4– Hauteurd’eaudu barragethéoriqueà t=0

amont aval

12m

0

FIG. 5.5– Hauteurd’eaudu barragethéoriqueà t=2 min.
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Itération Valeurdela fonctioncoût(m2)
0 8.617243
1 2.124363
2 2.124304
3 2.124227

TAB. 5.1– Minimisationdela fonctioncoûtpourle barragethéorique

visible sur la figure(5.5).Enfin, le niveaud’eauenaval du barragea continuésa

diminution.Nousmontronsici unesimulationpour les deuxminutesparceque

cetintervalledetempsestsuffisantpourillustrer la méthode.

Le tableau(5.1) montreles différentesvaleursprisespar la fonction coût au

coursdela minimisation.Après3 itérations,nousavonsatteintle minimum,soit

unediminutiond’un facteurde4. Lorsdecetteminimisation,83évaluationsdela

fonctioncoûtet 3 évaluationsdesongradientontéténécessaires.

Dans le tableau(5.2), nouscomparonsles erreursmoyennesdespoints de

grille entreles prédictionsfaitessansutiliser la méthode4D-VAR et les prédic-

tions obtenuesavec la méthode4D-VAR. La moyennea été faite sur la rivière

seulement.Sansla méthode4D-VAR, cettepetitequantitéd’eaunousmèneàune

erreurmoyennede12cm.Cetteerreurmoyenneplusélevéequel’erreuroriginale

de4 cm estexpliquéepar l’accumulationdel’eau prèsdu barrageet par le début

ducontournement.Celaindiquela sensibilitédela rivièreàdepetitesfluctuations

desonniveaud’eau.Avecla méthode4D-VAR, il y a toutdemêmeuneerreurde

1.8cmmaiscelle-ciestpluspetitequel’erreur initiale de4 cm.Enutilisantla mé-

thode4D-VAR, nousavonsréduitl’erreurd’un facteurde6. La méthode4D-VAR

s’estaperçuequ’il y avait uneerreurdanslesconditionsinitialeset a pu y appor-

ter la correctionnécessaire.En cequi a trait à la vitesselongitudinale,elle a été

augmentéed’environ 1 m/sparla cruedeseaux.La méthode4D-VAR réussitàré-

duirel’erreurdemoitié.L’erreurdansla vitessetransversalerestesensiblementla

mêmedanslesdeuxcas.Celaestprobablementdûàla géométriedenotremodèle

puisquela vitessetransversalejoueseulementun rôle prèsdu barrage.La figure

Quantitéphysique
Erreurmoyenne: 1

N ∑ �E �
Sansla méthode4D-VAR Avecla méthode4D-VAR

Hauteurd’eau 12� 0 cm 1� 8 cm
Vitesselongitudinale 92 cm� s 44 cm� s
Vitessetransversale 21 cm� s 20 cm� s

TAB. 5.2– Leserreursdansla prédictionpourle barragethéorique
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28cm

0

FIG. 5.6 – Erreur dansla hauteurd’eau au barragethéoriqueavec la méthode
4D-VAR (t=2min.)

(5.6) montrel’erreur dansla hauteurd’eau.L’erreurestmaximalepour la vague

qui débordesur la rive et le long du barrage.Également,l’erreur estplusgrande

le long de la rive comparativementaumilieu de la rivièreenraisonde l’effet de

l’érosiondela rive.Onpeutvoir quel’erreurestminimalepourl’endroit où l’eau

s’accumuleainsiqu’à l’entréeet la sortiedela rivière.La correctioneffectuéepar

la méthode4D-VAR aétéefficacedanscesendroitscritiques.

5.2 Contournementdu barrage Chute-Garneau

Danscetteexpérience,nousavonssimuléle début du contournementdu bar-

rageChute-Garneausur la rivière Chicoutimi. La figure (5.7) indique le relief

prèsdubarrageChute-Garneau.Nousallonsconsidérerundomainede300m par

300m. L’échellecorrespondà l’altitude parrapportauniveaudela mer. Le cou-

rantentrepar le haut(amont)et sortenbas(aval). Nouspouvonsvoir le barrage

ennoir.

D’ailleurs, la figure(5.8)nousmontrel’évolutiond’un débordementpourune

périodede 3 heures.Le courantentrepar le haut (amont)et sort en bas(aval).

La rivière estcoupéepar le barrageen noir. Le contournementmajeurse fait à

la gauchedu barrage.Nouspouvonsaussiapercevoir le début d’un deuxièmedé-

bordementà la droitedubarrage.Cedeuxièmedébordementcommenceàdevenir
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300m

amont

aval

144m

123m

0

FIG. 5.7– Bathymétrieprèsdu barrageChute-Garneau

importantaprès2 heures.De plus,unefaiblequantitéd’eauinondele basdel’île

situéeenaval dubarrage.Afin d’initialiser notresimulation,nousavonsutilisédu

matérielpubliéparINRS-Eau,1997.

Pourcetteexpérience,nousallonsmontrerlesrésultatsobtenuspourunepré-

diction de 6 minutes.Les figures(5.9) et (5.10) nousmontrentle niveaud’eau

initial etcelui-ciaprès6 minutes,respectivement.Le niveaud’eaumaximalestde

14 m. Nousvoyonsqu’après6 minutes,le niveaud’eaua diminué.Cettebaisse

de niveauestprobablementdueà l’érosion desrivesprèsdu barrage.Le débor-

dementn’est pasencorevisible sur cesfigures.Nousavonsfait desprédictions,

quenousn’allonspasprésenter, surplusieursintervallesde tempsallant jusqu’à

24 minutes.Pourvoir un débordementnotablede la rivière,uneheuredoit être

écoulée(fig. 5.8).En considérantl’erreur moyenne,nousconstatonsquecelle-ci

estréduiteparla miseenapplicationdela méthode4D-VAR.

Le tableau(5.3) donneun bref aperçude la minimisationde la fonctioncoût

dansle casdu barrageChute-Garneau.Nousavonsobtenusla convergenceaprès

11 itérations.La fonctioncoûta diminuédemoitié. Enfin, la minimisationa né-

cessité72évaluationsdela fonctioncoûtet 11 évaluationsdesongradient.

Le tableau(5.4)présenteleserreursmoyennesentredeuxprédictions: unequi

utilise la méthode4D-VAR et uneautrequi ne l’utilise pas.Nousvoyonsque,si

nousn’utilisonspasla méthode4D-VAR, après6 minutesnousavonsuneerreur

de l’ordre de l’erreur initiale de 4 cm. En utilisant la méthode4D-VAR, nous
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0 min. 36min.

72min. 108min.

144min. 180min. (3 hres)

16 m 0

FIG. 5.8– SimulationducontournementdubarrageChute-Garneau(3 heures)
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amont

aval

14m
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FIG. 5.9– Hauteurd’eaudu barrageChute-Garneauà t=0

amont

aval

14m

0

FIG. 5.10– Hauteurd’eaudubarrageChute-Garneauà t=6 min.
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Itération Valeurdela fonctioncoût(m2)
0 520.7579
1 596.7070
2 243.7833
3 227.7736
...

...
11 208.7744

TAB. 5.3– Minimisationdela fonctioncoûtpourle barrageChute-Garneau

Quantitéphysique
Erreurmoyenne: 1

N ∑ �E �
Sansla méthode4D-VAR Avecla méthode4D-VAR

Hauteurd’eau 4� 5 cm 0� 79cm
Vitesselongitudinale 0� 27cm� s 0� 71cm� s
Vitessetransversale 0� 50cm� s 0� 80cm� s

TAB. 5.4– Leserreursdansla prédictionpourle barrageChute-Garneau

avonsgrandementréduit cetteerreurà moinsd’un centimètre.Les erreursdans

lesdeuxcomposantesdela vitesseont augmentéquelquepeu.Nousvoyonsque,

malgréla courteduréedela périodedeprédiction,l’erreur initiale a augmentéde

0.5cmcequi pourraitlaissercroirequ’elleaugmenteradavantageàmesurequele

tempspassera.Cetteerreurpourracontaminerlesprédictionsfaitesdansle futur.

Avecla méthode4D-VAR, nousauronsdoncunemeilleureprédictioncauséepar

la diminutiondel’erreur (fig. 1.4).

La figure (5.11) montrel’erreur dansle niveaud’eau avec la méthode4D-

VAR lorsque6 minutessesontécoulées.Malgréquelquesendroitsoù elle atteint

5 m, l’erreur esttrèsfaible.Commec’est le casdu barragethéorique,l’erreur se

situepresqueen totalité sur les bergesà causede l’érosion et de l’eau qui tente

d’inonderla berge.

5.3 La limite devalidité de la méthode

Afin d’étudierla limite devalidité dela méthode4D-VAR, nousdevonsnous

penchersur le conceptde la croissancede l’erreur. L’erreur est définiecomme

étant la différenceentre la prédictionet les observations.Si cetteerreurdimi-

nuedansle temps,on dit quele systèmepeutêtreprédit.Une augmentationde

cetteerreursignifie que l’on doit connaîtrel’état actueldu systèmepour faire

uneprédictioncarcelui-cipossèdeunelimite deprévisibilité(Lorenz,1985).Les
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5m

0

FIG. 5.11– Erreurdansla hauteurd’eauau barrageChute-Garneauavec la mé-
thode4D-VAR (t=6 min.)

systèmesstablesont uneprévisibilité infinie puisqu’ilssontstationnairesou bien

périodiquestandisquelessystèmesinstablesont unelimite deprévisibilité (Lo-

renz,1963).

Dansle but d’appliquercettethéoriesur notreproblèmede prédiction,nous

avonsfait desprédictionspourplusieursintervallesdetemps.Nousavonsportés

sur la figure (5.12)la qualitéde la prédictionenfonctiondu tempsdela prédic-

tion. La qualitéde la prédiction,dont les unitéssontarbitraires,est l’inversede

l’erreur de la hauteurd’eauentrela prédictionet lesobservations.La qualitédes

prédictionseffectuéessansla méthode4D-VAR (Y ) diminuebiensûraucoursdu

temps.Avec la méthode4D-VAR ( Z ), la qualitédiminueencoreavec la période

deprédictionmaiselle estmeilleurecomparativementauxprédictionsoù la mé-

thode4D-VAR n’estpasutilisée.Notonsquela qualitéobtenueavecla méthode

4D-VAR sembleconvergerpourdespériodesdeprédictionde30minutesetplus.

La méthode4D-VAR améliorela prévisibilitédenotreproblèmedeprédiction.De

plus,unebaissedela qualitésignifiequel’erreuraugmente.La rivièreestdoncun

systèmeinstable.C’estunrésultatquenousnousattendionspuisquel’écoulement

d’unerivièreestni stationnaire,ni périodique.

Pouruneduréedetemps∆t, unepetiteperturbation(erreur)initiale ε
�
∆t � croît

exponentiellement:

ε
�
∆t � ∝ eλ∆t (5.1)
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FIG. 5.12– Qualitédela prédiction

oùλ estunexposantdeLyapunov (Smith,2001).Engénéral,lesexposantsdeLya-

punov d’un systèmestablesonttouspluspetitsou égauxà zéroalorsqu’un sys-

tèmeinstablepossèdeaumoinsun exposantplusgrandquezéro(Kalnay, 2002).

Toutefois,il fautremarquerqueλ va varierselonle ∆t et c’estseulementlorsque

∆t [ ∞ qu’un λ positif démontrequele systèmeestinstable(Smith,2001).L’ex-

posantdeLyapunov, commetestdeprévisibilité,n’estpastrèsefficace: d’abord

c’estunemoyennequi neprendpascomptedela dynamiquedecourteduréeet la

perturbationε \ ∆t ] doit êtreinfinitésimale(Smith,2001).

NousavonstrouvélesexposantsdeLyapunov qui gouvernentla croissancede

l’erreurdansla hauteurd’eau(fig. 5.13).Pourlesprédictionsfaitessansutiliser la

méthode4D-VAR, nousavonstrouvéλ ^ 0_ 011commeexposantdeLyapunov et

0.043pour la constantedeproportionnalité.Nousavonstracécettecourbe(ligne

solideen gras)sur la figure (5.13).Dansle casde l’erreur avec la méthode4D-

VAR, nousavonsutilisé lesprédictionsentre9 et18minutesparcequecespoints

semblentobéir au mêmeexposantde Lyapunov. Nous avons trouvé λ ^ 0_ 078

avec 0.009commeconstantede proportionnalité(ligne pointillée en grassur la

figure (5.13)).D’aprèsla figure (5.13),on peutconstaterqueplus la duréedes

prévisionsestgrande,plus l’exposantde Lyapunov estpetit ce qui peut laisser

croirequele systèmesestabilisedurantl’intervalledetempsétudié.Malgrétout,

le fait queles exposantsde Lyapunov sontpositifs indiquequela rivière estin-

stable.Cequ’il fautretenirdecetteétudedeprévisibilitéestquele débordement



59

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

E
rr

eu
r`

Temps (min.)

Erreur avec 4D−VAR
Erreur sans 4D−VAR

FIG. 5.13– La croissancedel’erreuret lesexposantsdeLyapunov

d’unerivièrerestedifficile àprévoir àcausedela complexité duproblèmed’où la

nécessitédeparfairele modèledeséquationsphysiques.



Chapitr e 6

Conclusionet perspectives

Danscetravail, nousavonsexpliquéenprofondeurla méthoded’assimilation

dedonnées4D-VAR dansle but de fairedécouvrircetteméthodemoderneet de

démontrersonpotentieldansla prédictionà court termed’inondationsextrêmes.

Pourobtenirdesrésultatsquantitatifs,nousavonsappliquéla méthode4D-VAR

aux équationsen eauxpeuprofondesavec sédiments.Commeexempled’inon-

dation extrême,nousavons choisi le casdu contournementdu barrageChute-

Garneaulors du délugede1996sur la régiondu Saguenay. Aprèsavoir constaté

que la méthode4D-VAR réduit effectivementl’erreur dansla prédiction,nous

avonsétudiéle comportementde cetteerreurpour desprédictionssurdesinter-

vallesde tempsdifférents.Nousnoussommesaperçuquecetteerreuraugmente

avec le tempsde prédictionet nousavonsestiméla limite de prévisibilité pour

l’écoulementen eauxpeuprofondes.Enfin, nousavonsécrit l’algorithme pour

d’autresproblèmescommela convectiond’un panachethermiqueet la prospec-

tion électrique.

Plusieursperspectivesd’avenir s’offrentà nous.Lestravauxfuturspourraient

portersur l’utilisation d’observationsexpérimentalesprisesdansla rivièreet sur

sesrives.Cetteimplémentationsur le terrainnécessiterasansdouteuneamélio-

ration du modèlephysique,en incluantpar exempleles effets deseauxsouter-

raines,pourmieuxrefléterlesphénomènesnaturelsà l’oeuvre.Nousavonséga-

lementporténotreattentionsurla prédictionàcourtterme.Il seraitintéressantde

voir la performance,particulièrementauniveaudela prévisibilité,dela méthode

4D-VAR pour lesprévisionsà moyenet long terme.Finalement,nouspourrions

voir, dansunavenir rapproché,la propagationdela méthode4D-VAR dansdivers

domainesdessciencesphysiques.
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AnnexeA

L’équation de Burgers

A.1 L’équation de Burgerset sesapplications

Danscetteétudenousallonsappliquerla méthode4D-VAR à l’équationde

Burgerspourunedimension:

∂u
∂t b u

∂u
∂x
^ ν

∂2u
∂x2 (A.1)

où u est unequantité(ayantles dimensionsLT c 1) analogueà unevitesseet ν
estunediffusivité ou uneviscositécinématiqueavec les dimensionsde L2T c 1.

Quantaux trois termes(de dimensionLT c 2), nousnotonsque le premiera la

formed’uneaccélération,le seconduneadvectionet le troisièmeunediffusivité

ou uneviscosité.

Elle a étédérivéeen 1948(Burgers,1948)pour modéliserla turbulencehy-

drodynamiqueet leschocs(Burgers,1974).

Danslessectionssuivantes,nousallonsdémontrerquemalgrésasimplicité,

l’équationdeBurgersa plusieursapplications(Bélanger& Vincent,2002).

A.1.1 Modèle pour la croissanced’une interface

L’équationdeLangevin pourla hauteurh \ xd t ] d’uneinterfacequi croît est:

∂h
∂t b λ

2
∂h
∂x

2 ^ ν
∂2h
∂x2 _ (A.2)
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En utilisantla substitutionu ^ ∂h
∂x, onobtient:

∂u
∂t b λu

∂u
∂x
^ ν

∂2u
∂x2 (A.3)

cequi donnel’équationdeBurgerslorsqueλ ^ 1 (Kardaret al., 1986).

A.1.2 Mathématiquesfinancières

L’équationdeBlack-Scholesest:

∂F
∂t b 1

2
σ2s2∂2F

∂s2 b rs
∂F
∂s e rF ^ 0d 0 f t f T d s g 0 (A.4)

oùF \ t d s] estl’option d’acheteruntitre àunprix prédéterminé,t estle temps,sest

le prix courantdutitre, σ estla volatilité dutitre etr estle tauxd’intérêt(Carlsson,

1997).

Si on inversele temps(t [ T e t), onobtient:

∂F
∂t b ∂

∂s
\ σ2 e r ] sF

advectif
e σ2s2

2
∂F
∂s

diffusif

Flux total

^h\ σ2 e 2r ] F
Termesource

_ (A.5)

A.1.3 Écoulementd’un embouteillage

L’écoulementestdéfini commeétantle nombrede véhiculesqui passentun

certainpoint pendantun tempsdonné.L’embouteillagepeutêtreforméepardes

feux rougesqui créentun amoncellementdevéhicules.

Si nousconsidéronsunerouteà unevoie ayantun écoulementq \ xd t ] , nous

avons:
∂q
∂t b v \ qd x] ∂q

∂x
^ 0 (A.6)

où v \ qd x] estla vitessedubouchon(Newell, 1993;Haberman,1977).

A.2 Discrétisationutilisée

On réécritl’équationdeBurgers:

∂u
∂t b 1

2
∂u2

∂x
^ ν

∂2u
∂x2 _ (A.7)
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Nousallonsutiliser un schémaà différencesfinies amonten espaceet Euler en

temps1 :

uni 1
j ^ un

j e δt
2δx j \ un

j ] 2 e \ un
j c 1 ] 2 k

b νδt
δx2 \ un

j i 1 e 2un
j b un

j c 1 ]&_ (A.11)

De plus,ceschémaestplusstablequelesschémasdeLax-Wendroff, Galerkinet

Petrov-Galerkin(Finlayson,1992).

A.3 La fonction coût et songradient

Soit M le modèlenon-linéairequi prendun étatx0 et l’emmèneau tempst

(xt ^ M \ x0 ] ), At l’analyse(observationsau tempst), E ^ M e At l’erreur, L le

propagateurlinéaireet L l sonadjointtel définit dansle produitscalairem x d Ly n(^m L l x d y n pourn’importequelsx d y.

m x d Ly no^ m L l x d y n
xTW2Ly ^ \ L l x ] TW2y

xTW2Ly ^ xT \ L l ] TW2yp W2L ^ \ L l ] TW2

\ L l ] T ^ W2LW c 2

L l ^ W c 2LTW2 (A.12)

1Si nousexprimonsu danssesexpansionsdeTaylor, nousavons:

unq 1
j r un

j s δt
∂u
∂t

n

j
s δt2

2
∂2u
∂t2

n

j
s O t δt3 u (A.8)

un
j q 1 r un

j s δx
∂u
∂x

n

j
s δx2

2
∂2u
∂x2

n

j
s O t δx3 u (A.9)

un
j v 1 r un

j w δx
∂u
∂x

n

j
s δx2

2
∂2u
∂x2

n

j
s O t δx3 u (A.10)

où les indices j et n représententrespectivementl’espaceet le temps.Nousutilisons(A.8) pour
obtenirpar isolationle terme∂u

∂t . Pourle terme∂2u
∂x2 , nousl’isolons aprèsavoir additionné(A.9) et

(A.10). Si onsubstitueu paru2 dans(A.10) nouspouvonsisoler ∂u2

∂x . Et nousobtenons(A.11).
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La méthode4D-VAR nousdonnela perturbationδx0 danslesconditionsinitiales

qui produit:

M \ x0 b δx0 ]�^ At (A.13)

où :

δxt ^ Lδx0 x^ M \ x0 ] e At ^ E _ (A.14)

Dansl’approchestandard,on construitunefonctioncoût.Nousallonsutiliser

la normed’énergie enimposantquel’énergie totalepourunétatx soitdéfinieparm x d x n�^ xTW2x où W estunematricede poidsstatistiques.La fonction coûtest

alors:

J ^ 1
2
m M \ x0] e At d M \ x0] e At n

^ 1
2
\ M \ x0] e At ] TW2 \ M \ x0 ] e At ]

^ 1
2
\ Lδx0 ] TW2 \ Lδx0 ]

^ 1
2

δxT
0 LTW2E

^ 1
2

δxT
0W2L l E _ (A.15)

Uneperturbationδx0 créeunevariationdansla fonctioncoût:

δJ ^ m M \ x0 ] e At d δxt n^ m M \ x0 ] e At d Lδx0 n^ m L l jM \ x0 ] e At
k d δx0 n^ m L l E d δx0 n�_ (A.16)

PuisquepardéfinitionδJ ^ym ∇J \ x0 ]*d δx0 n , le gradientdela fonctioncoûtest:

∇J \ x0 ]�^ L l Lδx0 ^ L l E _ (A.17)

A.4 Le problèmeadjoint

Nousallonstrouver le modèleadjointdel’équationdeBurgers(Kalnayetal.,

2000):
∂ū
∂t b ū

∂ū
∂x
^ ν

∂2ū
∂x2 (A.18)



xv

où ū ^ u b δu.

Si on assumequeu ^ u \ x] , la perturbationlinéaireest:

∂δu
∂t b u

∂δu
δx b δu

du
dx

^ ν
∂2δu
∂x2 _ (A.19)

Nousallonsconsidérerquela perturbationδu estsousformed’onde,la sériede

Fouriers’écrit :

f \ δu]�^ kz'i K

∑
kz c K

Cke
ikδu (A.20)

f \ δu]"^ a0 b ∑ak cos\ kδu] b ∑bk sin\ kδu]&_ (A.21)

Dansnotrecas,on a :

δu ^ A \ t ] ∑eik { xc ut | (A.22)

ou bien:

δu ^ A \ t ] eik { xc ut | (A.23)

si on fait la sommeimplicitement.En substituant(A.23) dans(A.19) et en ras-

semblantlestermessemblables:

dA
dt b du

dx b νk2 A ^ 0_ (A.24)

Alors, si on résoutpourA \ t ] :

A \ t ]�^ A0ec { du
dx i νk2 | t _ (A.25)

Si on substitue(A.25) dans(A.23) pourobtenirδu \ t ] :

δu \ t ]�^ ec ikutec du
dxtec νk2tδu \ 0]&_ (A.26)

Commeδu \ t ]�^ Lδu \ 0] , le modèledela tangentelinéaireou propagateurest:

L ^ ec { du
dx i νk2 | t c ikut _ (A.27)

Si on prendle complexeconjuguédela transposée,onobtientle modèleadjoint:

L l ^ ec { du
dx i νk2 | t i ikut _ (A.28)

En ce qui nousconcerne,nousallonsprendrela partie imaginairepuisquenous
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allonsutiliser, commeconditioninitiale,dessinusayantdesconditionsauxlimites

nulles,alorsL l devient :

L l ^ ec { du
dx i νk2 | t sin\ kut ]&_ (A.29)

A.5 Uneexpériencenumérique

A.5.1 L’initialisation

Premièrement,nousdevonsinitialisercertainesconstantesduproblème.Nous

avonspris uneviscositéν ^ 0_ 1 m2 } s.Notreconditioninitiale pourla simulation

initiale serasin(x) avecun domaineallantde0 à 2π. Cedomainea étédiscrétisé

en256pointsdegrille. Biensûr, la perturbationinitiale estnulle(δu0 ^ 0) puisque

nousestimonsenpremierlieu quenotremodèleproduiradesrésultatscorrespon-

dantsaux observations.Nousintroduisonségalementun paramètrede tolérance

ε qui indiquel’erreur désiréeentrelesobservationset notresimulationfinale(les

résultats).

La fonctioncoûts’écrit :

J ^ Nx
∑
i z 1

δuiW
2L li Ei (A.30)

où Nx estle nombrede pointsdegrille (Nx=256),L li estl’adjoint deLi , W ^ 1

et Ei estl’erreur. L’adjoint estcommedans(A.29) où k ^ 2π et du
dx estcalculépar

différencesfinies.Pourle gradient,la méthodeestsemblablesaufquel’on dérive

J parrapportàchaqueδui . Celadonne:

∇Ji ^ W2L li Ei _ (A.31)

A.5.2 Les résultats

Dansla figure(A.1), nousavonsd’abordenrougela conditioninitiale oùnous

débutonsla simulation.Aprèsla minimisationdela fonctioncoût,nousobtenons

unecorrectionoptimaledénotéeparla courbeverte.Nousobtenonslesconditions

initialescorrigées(courbebleue)enadditionnantlesobservationserronéesavecla

correction.Nousvoyonsquelesobservationcorrigéescorrespondentmieux aux

observationsexactes(courbemauve)quelesobservationerronées.
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FIG. A.1 – Conditionsinitialesetcorrection
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Dansla figure (A.2), nouscomparonsplusieursprévisionsavec les observa-

tions.Si oneffectueunesimulationdet=0sàt=1s,nousobtenonsla courberouge

qui esttrèséloignéedesobservationsprisesà t=1 s (courbebleue).En utilisantla

méthode4D-VAR, nousobtenonsla courbevertequi estplusrapprochéedesob-

servations.Il estpossibledefaire,enutilisantla prévisionobtenueparla méthode

4D-VAR à t=1 s commeconditioninitiale, uneprévisionà t=2 s (courbemauve

qui estsuperposéeauobservationsà t=1 s). Enfin, la courbegrisereprésenteles

observationsexactesà t=2 s.

Dansla figure(A.3), nousanalysonsleserreurs.Lescourbesrougeetvertere-

présententl’erreurentrela prédictionet lesobservationsà t=1 s.La méthode4D-

VAR nousdonneuneréductiondel’erreur moyennede76%.Quantauxcourbes

bleueet mauve, ellesmontrentl’erreur entreles observationserronéeset corri-

géesavec les observationsexactes.L’utilisation de la correctionréduit l’erreur

moyennede 68%. Malgré cesréductionsd’erreur plutôt élevées,nousaurions

souhaitéunepluspetiteerreurducôtédela correctionapportéeà t=0 s.

A.5.3 Coût de calcul

Au tableau(A.1), nouscomparonsle tempsde calcul d’une simulationsans

la méthode4D-VAR avecunesimulationutilisantla méthode4D-VAR. Voici une

définitiondesdifférentstemps:



xviii

FIG. A.2 – Prévisionset observations
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Observationsà t=2 s

– Tempsdel’utilisateur : exécutionduprogramme

– Tempsdu système: exécutiondesordresdu systèmed’exploitation (en-

trées/sorties)

– Tempsdu processeur(utilisateur+ système): tempstotal

Sansla méthode4D-VAR Avecla méthode4D-VAR

Tempsdel’utilisateur 0.12s 1.28s
Tempsdusystème 0.02s 0.04s
Tempsduprocesseur 0.14s 1.32s

TAB. A.1 – Tempsdecalcul
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FIG. A.3 – Magnitudedeserreursdesprévisionset dela correction
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AnnexeB

Panachethermique

Danscettesection,nousécrironsleséquationspourl’assimilationdedonnées

4D-VAR dansle casdu plumethermiquelocalisé(fig. B.1). Pourproduireun tel

panache,nousavonsun point dechauffe situéaucentredela frontièreinférieure

du contenant.Cela réchauffe le fluide (un liquide ou un gaz)dansles environs

et celui-ci montepuisqu’il estplus chaud,doncplus léger, quele fluide prèsde

la surface.Pendantla montée,il y a créationde tourbillons(fig. B.1) puisquele

fluide plus froid veutdescendre.Un exempled’un tel phénomènedeconvection

seraitun feux de forêt où l’on voit la fumées’élever dansle ciel sousl’effet de

l’air chaudproduitpar lesflammesqui agissentcommeun point dechauffe. Ces

instabilitéssont appelésconvection de Rayleigh-Bénard(Tritton, 1988).Main-

tenant,nousallonsprésenterles équationsphysiquesdécrivant la convectionde

Rayleigh-Bénard,ensuitenousallonsdévelopperleursadjointes.L’applicationde

la méthode4D-VAR seraitefficacepour un intervalle de tempsoù le plumene

s’estpasbeaucoupdéformécommec’est le caspour lesfigures(B.1a)et (B.1b).

L’intervalle de tempsécouléentreles figure (B.1a)et (B.1c) ou (B.1d) est trop

grand.On nereconnaîtplus le plumeoriginal. Si on utilise cet intervalle pour la

méthode4D-VAR, on peutprobablements’attendreà descomplicationset à un

importantécartentrela prédictionet lesobservations.

xx



xxi

a) b)

c) d)

Températuremax. Températuremin.

FIG. B.1 – Simulationd’un plumethermique
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B.1 Leséquationsphysiques

Leséquationsphysiquesdecephénomènedécoulentdesprincipesfondamen-

tauxdeconservation.Nousavonsla conservationdela masse:

∂ρ
∂t b��∇ � ρ �v ^ 0d (B.1)

la conservationdela quantitédemouvement:

∂ �v∂t b �v � �∇ �v ^ e 1
ρ �∇P b ν∇2 �v b �gêy d (B.2)

et la conservationdel’énergie thermique:

∂T
∂t b �v � �∇T ^ κ∇2T _ (B.3)

Nousallonssimplifier ceséquationsen utilisant l’approximationde Boussi-

nesqqui stipulequelespropriétésphysiquesdu fluidessontconstantes.De plus,

la densitéestconstantepartoutsaufaux endroitsoù elle créeuneforce gravita-

tionnelle.L’équationd’étatpourla densitéest:

ρ ^ ρ0 \ 1 e α \ T e Tr ]�]&_ (B.4)

Leséquationsadimensionnéesavecla profondeurd commeéchellede longueur,

le tempsde diffusion thermiqued2 } κ, ∆T la différencede températureentrele

baset le hauts’écrivent:

�∇ � �v ^ 0 (B.5)

1
Pr

∂ �v∂t b �v � �∇ �v ^ e �∇P b ∇2 �v b RaTêy (B.6)

∂T
∂t b �v � �∇T ^ ∇2T (B.7)

où

Pr ^ viscosit́ecinématique
diffusivité thermique

(B.8)

^ ν
κ

(B.9)
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et

Ra ^ pousśee d� Archimède
perteparviscosit́eet diffusivité

(B.10)

^ gα∆Td3

κν
(B.11)

sontdesnombressansdimensions,le nombredePrandtlet le nombredeRayleigh

respectivement(Tritton, 1988).

B.2 Leséquationsadjointes

Entenantcomptededeuxdimensions,nousécrivonsleséquationsvectorielles

(B.5) à(B.7)enlesdécomposantsousformedeleurscomposantesx ety. Nousal-

lonsutiliseru pourla composantehorizontaledela vitesseetv pourla composante

verticaledela vitesse,i.e. �v ^h\ ud v] .
∂u
∂x b ∂v

∂y
^ 0 (B.12)

∂T
∂t b u

∂T
∂x b v

∂T
∂y

^ ∂2T
∂x2 b ∂2T

∂y2 (B.13)

1
Pr

∂u
∂t b u

∂u
∂x b v

∂u
∂y

^ e ∂P
∂x b ∂2u

∂x2 b ∂2u
∂y2 (B.14)

1
Pr

∂v
∂t b v

∂v
∂y b u

∂v
∂x

^ e ∂P
∂y b ∂2v

∂x2 b ∂2v
∂y2 b RaT (B.15)

Maintenant,nousallonsréarrangerceséquationsenréécrivant le termed’ad-

vectionde(B.13) :

u
∂T
∂x b v

∂T
∂y

^ u
∂T
∂x b v

∂T
∂y b T

∂u
∂x e T

∂u
∂x b T

∂v
∂y e T

∂v
∂y

^ u
∂T
∂x b T

∂u
∂x b v

∂T
∂y b T

∂v
∂y e T

∂u
∂x b ∂v

∂y

^ ∂ \ uT ]
∂x b ∂ \ vT ]

∂y

Le termecontenudansla parenthèsen’estquela divergencequi estnulleenvertu

de(B.12).Nouspouvonsappliqueruneméthodesimilaireau termesd’inertie de



xxiv

(B.14) et (B.15). Cettemanipulationmathématiquea étéeffectuéeafin de nous

simplifier la tâchelorsquenousprendronsla variationdu lagrangien.Finalement,

enmettanttouslestermessurle côtégauchedel’égalité,nousobtenons:

∂u
∂x b ∂v

∂y
^ 0 (B.16)

∂T
∂t b ∂ \ uT ]

∂x b ∂ \ vT ]
∂y e ∂2T

∂x2 e ∂2T
∂y2 ^ 0 (B.17)

1
Pr

∂u
∂t b ∂u2

∂x b ∂ \ uv]
∂y b ∂P

∂x e ∂2u
∂x2 e ∂2u

∂y2 ^ 0 (B.18)

1
Pr

∂v
∂t b ∂v2

∂y b ∂ \ uv]
∂x b ∂P

∂y e ∂2v
∂x2 e ∂2v

∂y2 e RaT ^ 0 (B.19)

Suiteauxmanipulationsci-dessus,nouspouvonsconstruirele lagrangiencomme

il estdémontrépar(2.19).LesmultiplicateursdeLagrangeou variablesadjointes

sontdonnéesparPl , T l , ul et vl :

� ^ �
Ω
� t2

t1
J b Pl ∂u

∂x b ∂v
∂y

b T l ∂T
∂t b ∂ \ uT ]

∂x b ∂ \ vT ]
∂y e ∂2T

∂x2 e ∂2T
∂y2

b ul 1
Pr

∂u
∂t b ∂u2

∂x b ∂ \ uv]
∂y b ∂P

∂x e ∂2u
∂x2 e ∂2u

∂y2

b vl 1
Pr

∂v
∂t b ∂v2

∂y b ∂ \ uv]
∂x b ∂P

∂y e ∂2v
∂x2 e ∂2v

∂y2 e RaT dt d �x
(B.20)

où J estunefonctioncoûtquenouschoisissons.Par exemple,si on veutprédire

la températureT, nousavons:

J ^ 1
2
�

Ω
� t2

t1
\ T e Tobs] R c 1 \ T e Tobs] dt d �x (B.21)

où T estla températureprédite,Tobs est la températureobservéeet R c 1 estune

matricecontenantlescovariancesdel’erreur sur lesobservations.En multipliant

lesvariablesadjointes,nousobtenons:

� ^ �
Ω
� t2

t1
J b Pl ∂u

∂x b Pl ∂v
∂y
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b T l ∂T
∂t b T l ∂ \ uT ]

∂x b T l ∂ \ vT ]
∂y e T l ∂2T

∂x2 e T l ∂2T
∂y2

b 1
Pr

ul ∂u
∂t b ul ∂u2

∂x b ul ∂ \ uv]
∂y b ul ∂P

∂x e ul ∂2u
∂x2 e ul ∂2u

∂y2

b 1
Pr

vl ∂v
∂t b vl ∂v2

∂y b vl ∂ \ uv]
∂x b vl ∂P

∂y e vl ∂2v
∂x2 e vl ∂2v

∂y2

e RaTvl dt d �x (B.22)

La prochaineétapeconsisteàtransférerl’opérateurdifférentielledela variable

réelleà la variableadjointe.Celasefait enappliquantl’intégrationpar partiesà

chaquetermedu lagrangien(B.22).Nousavonsdonc:

� ^ �
Ω
� t2

t1
J e u

∂Pl
∂x e v

∂Pl
∂y

e T
∂T l
∂t e uT

∂T l
∂x e vT

∂T l
∂y e T

∂2T l
∂x2 e T

∂2T l
∂y2

e u
Pr

∂ul
∂t e u2

Pr
∂ul
∂x e uv

Pr
∂ul
∂y e P

∂ul
∂x e u

∂2ul
∂x2 e u

∂2ul
∂y2

e v
Pr

∂vl
∂t e v2

Pr
∂vl
∂y e uv

Pr
∂vl
∂x e P

∂vl
∂y e v

∂2vl
∂x2 e v

∂2vl
∂y2

e RaTvl dt d �x b b (B.23)

où

b ^ �
Ω

1
Pr
\ uul b vvl ] b TT l t2

t1

d �x
b � t2

t1

1
Pr
\ u2ul b uvvl ] b uPl b ul P e ul ∂u

∂x b u
∂ul
∂x

e vl ∂v
∂x b v

∂vl
∂x b uTT l e T l ∂T

∂x b T
∂T l
∂x

0

Lx

b � t2

t1

1
Pr
\ v2vl b uvul ] b vPl b vl P e ul ∂u

∂y b u
∂ul
∂y

e vl ∂v
∂y b v

∂vl
∂y b vTT l e T l ∂T

∂y b T
∂T l
∂y

0

Ly

(B.24)

Ensuite,nousutilisonsl’opérateurvariationnelle(2.20)pourobtenirla varia-

tionnelledu lagrangien(B.23). Le termedépendantdesconditionsaux frontière
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(B.24)disparaît.Nousnousretrouvonsdoncavec:

δ
� ^ �

Ω
� t2

t1
δP

∂J
∂P e ∂ul

∂x e ∂vl
∂y

b δu
∂J
∂u e 1

Pr
∂ul
∂t b 2u

∂ul
∂x b v

∂ul
∂y b v

∂vl
∂x

e ∂Pl
∂x e ∂2ul

∂x2 e ∂2ul
∂y2 e T

∂T l
∂x

b δv
∂J
∂v e 1

Pr
∂vl
∂t b 2v

∂vl
∂y b u

∂vl
∂x b u

∂ul
∂y

e ∂Pl
∂y e ∂2vl

∂x2 e ∂2vl
∂y2 e T

∂T l
∂y

b δT
∂J
∂T e ∂T l

∂t e u
∂T l
∂x e v

∂T l
∂y

e ∂2T l
∂x2 e ∂2T l

∂y2 e Ravl dt d �x
b δb (B.25)

où δb est:

δb ^ �
Ω

1
Pr
\ δuul b δvvl ] b δTT l t2

t1

d �x
b � t2

t1

1
Pr
\ 2uδuul b δuvvl b uδvvl ] b δuPl b ul δP e ul ∂δu

∂x b δu
∂ul
∂x

e vl ∂δv
∂x b δv

∂vl
∂x b δuTT l b uδTT l e T l ∂δT

∂x b δT
∂T l
∂x

0

Lx

b � t2

t1

1
Pr
\ 2vδvvl b δuvul b uδvul ] b δvPl b vl δP e ul ∂δu

∂y b δu
∂ul
∂y

e vl ∂δv
∂y b δv

∂vl
∂y b δvTT l b vδTT l e T l ∂δT

∂y b δT
∂T l
∂y

0

Ly

(B.26)

Puisquenouscherchonsun minimum,nousexigeonsqueδ
� ^ 0 et nousob-

tenonsleséquationsadjointesquenousrésolvonsdet2 à t1 :

∂J
∂P e ∂ul

∂x e ∂vl
∂y

^ 0 (B.27)

∂J
∂u e 1

Pr
∂ul
∂t b 2u

∂ul
∂x b v

∂ul
∂y b v

∂vl
∂x e ∂Pl

∂x e ∂2ul
∂x2 e ∂2ul

∂y2 e T
∂T l
∂x

^ 0

(B.28)
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∂J
∂v e 1

Pr
∂vl
∂t b 2v

∂vl
∂y b u

∂vl
∂x b u

∂ul
∂y e ∂Pl

∂y e ∂2vl
∂x2 e ∂2vl

∂y2 e T
∂T l
∂y

^ 0

(B.29)
∂J
∂T e ∂T l

∂t e u
∂T l
∂x e v

∂T l
∂y e ∂2T l

∂x2 e ∂2T l
∂y2 e Ravl ^ 0 (B.30)

avecleur conditionsinitiales:

δu \ xd yd t � t1 ]"^ 0 u �U\ xd yd t � t2 ]�^ 0

δv \ xd yd t � t1 ]"^ 0 v �U\ xd yd t � t2 ]�^ 0

δT \ xd yd t � t1 ]"^ 0 T �U\ xd yd t � t2 ]�^ 0

δP \ xd yd t � t1 ]"^ 0 P �U\ xd yd t � t2 ]�^ 0 (B.31)

et leursconditionsauxfrontières:

u �U\ 0d yd t ]�^ 0 u �U\ Lx d yd t ]�^ 0

v �U\ 0d yd t ]'^ 0 v ��\ Lx d yd t ](^ 0

T �U\ 0d yd t ]'^ 0 T �U\ Lx d yd t ]�^ 0

P �U\ 0d yd t ]'^ 0 P �U\ Lx d yd t ]�^ 0 (B.32)

u �U\ xd 0d t ]'^ 0 u �U\ xd Ly d t ]�^ 0

v ��\ xd 0d t ]�^ 0 v ��\ xd Ly d t ]�^ 0

T �U\ xd 0d t ]'^ 0 T �U\ xd Ly d t ]�^ 0

P �U\ xd 0d t ]'^ 0 P �U\ xd Ly d t ]�^ 0 (B.33)

∂ul
∂x xz 0

^ 0
∂ul
∂y yz 0

^ 0

∂vl
∂x xz 0

^ 0
∂vl
∂y yz 0

^ 0

∂T l
∂x xz 0

^ 0
∂T l
∂y yz 0

^ 0

∂ul
∂x xz Lx

^ 0
∂ul
∂y yz Ly

^ 0

∂vl
∂x xz Lx

^ 0
∂vl
∂y yz Ly

^ 0

∂T l
∂x xz Lx

^ 0
∂T l
∂y yz Ly

^ 0 (B.34)
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Prospectionélectrique

Nousallonsd’abordcomparerla méthode4D-VAR à uneméthoded’inver-

sion électrique.Cetteétudeintéressele groupede Géophysiqueindustrielledu

CERCA.

Contraintes Danslesdeuxméthodes,leséquationsphysiquesjouentle rôle de

contraintesdu problèmede minimisation.Pourla méthode4D-VAR, dansnotre

cas,cescontraintessontleséquationsdeSaint-Venantavecsédimentstandisque

dansla méthodeinversela contrainteest l’équation de Gausspour le champs

électrique:

�∇ ��\ σ �∇V ]�^ e Iδ \ x e x0 ] δ \ y e y0 ] δ \ z e z0 ] (C.1)

où σ est la conductivité électrique,V est le potentielélectrique,I est le courant

électriqueet δ estla fonctiondeDirac (Boulanger, 2001).

Fonction à minimiser La méthode4D-VAR nécessitela minimisationd’une

fonctioncoûtqui estla différenceentrelesprédictions(H e[Ψ) et lesobservations

( e[Ψo
) :

J \ e[Ψ ]"^ 1
2
� T

0
�

Ω
\ H e[Ψ e e[Ψo] TR c 1 \ H e[Ψ e e[Ψo] d �x dt (C.2)

oùR estla matricedecovariancedeserreursd’observation.L’inversionélectrique

estfaiteenminimisantunefonctionL \ ρ d c] :

L \ ρ d c]�^ 1
2
\ ρ e ρ0 ] TQρ \ ρ e ρ0] b c \ v e a \ ρ ]�] TQv \ v e a \ ρ ]�] (C.3)

oùρ estla résistivité électrique,ρ0 estunerésistivité deréférence,Qρ estl’inverse

dela matricedecovariancedesparamètres,c estun coefficient scalaire,v estles
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donnéesobservées,a \ ρ ] est l’opérateurnon-linéairede modélisationdirecteet

Qv estl’inversedela matricedecovariancedeserreursd’observation(Boulanger,

2001).Le deuxièmetermede(C.3)estéquivalentà (C.2)avecQv � R c 1.

Variables de contrôle Lesvariablesde contrôlesontles variablesquel’on va

varierafin de résoudrele problèmedeminimisation.Dansla méthode4D-VAR,

les variablesde contrôlesont les conditionsinitiales (h0, �v0 et z0 pour Saint-

Venant).Quantà la méthodeinverse,c’estla résistivité (ρ ^ 1} σ) et le coefficient

scalairec quel’on doit varier.

Senseurs Il est importantde considérerles senseursutilisés pour prendreles

mesures.Dansl’applicationdela méthode4D-VAR auxrivières,lessenseurssont

fixeset la rivièredéfile.Dansla prospection,la routeou le terrainsontfixeset ce

sont les senseursque l’on déplace.En s’inspirantdu principede relativité gali-

léen,nouspouvonsconsidérerquelesdeuxsituationssontsimilaires,c’est-à-dire

quenouspouvonssupposerquela routedéfilesouslessenseurscommele fait la

rivière.

Il estaussipossibledegénéralisercetapprocheà d’autresméthodesdepros-

pectiongéologiquecommel’inversiongravimétrique (Boulanger& Chouteau,

2001)ou bienà desproblèmed’inversiontouchantd’autredomainedessciences

appliquées.



AnnexeD

Vectorisation du code

Nousavonsvectoriséle codepourun NEC SX-5S.L’avantagede la vectori-

sationestle fait quel’on traite les tableauxcommeétantdesvecteurset nonun

regroupementd’éléments.Les processeurscontiennenthuit unitésde calculsce

qui leurspermetde calculerhuit élémentsde vecteurpar cycle d’horloge.Cela

explique la performancedu calculvectorielle.De plus,le NEC SX-5Sa la capa-

cité de faire du travail à la chaîne,plus précisément,si un calcul nécessiteplus

d’un cycle pourcompléter, le calculsuivantpeutnéanmoinsdébuterauprochain

cycleàconditionqu’il nedépendepasducalculprécédent.

Afin de bénéficierde cetteperformancede calcul, on doit prendrecertaines

précautionslorsquel’on écrit les boucles.Nous devons itérer sur l’indice qui

changele moinsrapidementetparpasdeun.Pourun tableauA(i,j) parexemple:

do j=1,n_y

do i=1,n_x

A(i,j)=B(i,j)+C(i,j)

end do

end do

Cela facilite l’accèsà la mémoireen évitant de sauterd’un endroit à l’autre.

D’autresprécautionsà prendrelors de la programmationde bouclesontd’évi-

ter lesentrées-sorties,les conditionset les branchementsainsi queles appelsde

fonctionset desous-routines(RQCHP, 2002).
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