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Sommaire

Le but de cetravail estd’étudierla possibilitéd’utiliser lestechniquesl’'assi-
milation de donnéegourla prédictiondesinondationsNousdresserond’abord
un inventairedes différentesméthodesd’assimilationde donnéesdont la tech-
nique quenousallonsutiliser danscetteétude: I'assimilationde donnéesaria-
tionnellequadridimensionnelld.esméthodesl’assimilationdedonnéesontune
facond’inclure lesdonnéesl’obsenationdandessimulationsiumériquesfinde
permettredesprédictionsplus exactes.

Nousdéfinissonsainefonctioncodt, qui estl’'erreur entreles prédictionsetles
obsenations.Afin detrouver sonminimum, noustrouvonssongradienta l'aide
deséquationsadjointesquenousobtenongracea uneformulationlagrangienne.

Apresle déweloppementiétaillédeséquationsen eauxpeuprofondestdela
physiquedu transporidessédimentsnoussimulonsle contournemendu barrage
Chute-Garnealors del'inondationde 1996.

Enfin, nousposonde problémedela preévisibilité d’'un tel écoulement.

Mots clés:

Physiquedesfluides; Assimilationdedonnées Eaupeuprofonde Transport
desédiments Riviére Chicoutimi; ExposantsleLyapune ; Equationsadjointes
Problémevariationnel.



Summary

The goal of this work is to study the possibility of using the dataassimila-
tion technicsfor floodingforecastWe will first list thedifferentdataassimilation
methodsncludingthe onethatwe will usein this study: four-dimensionalaria-
tional dataassimilation Dataassimilationlet usincludeobsenationaldatain the
numericalsimulationto obtainbetterforecast.

We definea costfunctionwhich is the error betweerthe forecastandthe ob-
senations.In orderto find its minimum, we find its gradientwith the adjoint
equationobtainedby a Lagrangiarformulation.

After a detailedderivation of the shallonv-waterequationsandof the physics
of sedimentransportwe simulatethe by-passof the Chute-Garneadamduring
the 1996flood.

Finally, we will evaluatethe predictabilityof suchaflow.

KeyWords :

Physicof fluids; Dataassimilation Shallov-waterequations Sedimentrans-
port; ChicoutimiRiver; Lyapunw exponents Adjoint equations Variationalpro-
blem.
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Chapitre 1

Intr oduction

1.1 Motivation : le contournement du barrage de
Chute-Garneau

Le lit d’uneriviére estun milieu actif et peutsedégradeau coursdu temps.
Lescauseslecesdégradationsontnombreusedl y ale débitmoyen,le transport
desédiment®tle déweloppementiulit (Espinozaetal.,1996).De plus,l'activité
humainepeutégalemenjouer un grandrdle (Lapointe,1994).Une riviére dont
le lit esttrop fragilisé peut méme,en casde précipitationabondantechanger
brutalementecours.

En juillet 1996, la régiondu Saguenayecoit plus de 200 mm de pluie en
36 heureg(Brooks & Lawrence,2000).La figure (1.1) indiqgue quec’estau sud
de la riviere Saguenaygu'il y a eu les plus importantesaverses(Perrier& Sli-
vitzky, 1999).Cesénormegrécipitationsont étéde deuxa trois fois supérieures
aumaximumenreaistrédurantles 120derniéresannéegLapointeetal., 1998).A
causede ce déluge,le niveaud’eaude plusieursrivieres,dontla riviere Chicou-
timi, augmentecausantune accumulationd’eauau niveaudu barrage(fig. 1.2).
L’eauaacceélérd’érosiondela bege présdubarragece qui créauneincision.La
riviere s’engagealansce nouveauchenalpour contourneie barraggINRS-Eau,
1997).Malheureusemente délugecausade nombreusepertesallantdesinfra-
structuregndommagégssqu’audramedessinistrégBrooks& Lawrence, 1998;
Nicoletetal., 1997). Suitea cetincident,nousnousapercgonsde I'importance
de pouwir faire desprévisionshydrologiques courttermecommeun intervalle
de6 heuregarexemple Lesdifficultésrencontréeglansla prédictiondecesphé-
nomeneaturelssontduesaufait qu’il faut modéliserdeséquationgphysiques

1



FiG. 1.1- Précipitationtotaleenmm, figure tirée de (Perrier& Slivitzky, 1999).
http ://www.criacc.gc.ca/climat/sui/extreme/surel.pdf

Barrage
Chute-Garneau

aval

FiG. 1.2— Dessindu voisinagedu barrageChute-Garneau



compleeset ced’autantplusquenousne connaissonpaslesconditionsinitiales
exactesdu systemegDaley, 1991;Le Dimet & Talagrand,1986).0n peutsede-
manderquellesseraientesrépercussiond’une erreurde 4 cm d’eau, soit I'effet
d’'unegrossepluie, dansla prédictiondu niveaud’eaud’uneriviére.

1.2 Historiqgue desméthodesd’analyse objective et
d’assimilation de données

1.2.1 Lespremiérespreévisions

Le premierobsenatoiremétéorologiqueemonteauxannéed 600maisle pre-
mier servicede météoprit naissancesn Francepour étudierle parcoursd’une
tempétedansla MéditerranéeOn a ensuitevu un essorde plusieurscentresdans
les autresnations.Néanmoinscefut seulementansle XIX € siéclequel’on mis
au point un réseaunondial de surwillanceet de prévisionmétéorologiqueles
premiéredentatvesde prédictionde la météoa partir deséquationgdiscrétisées
et desconditionsinitiales furent réaliseegar Richardson(1922) (Daley, 1991).
Malheureusemente conceptd’initialisation étaitinconnua I'’époque.L’initiali-
sationdemandeauelesvitessegesventset pressionsnitiales soientchoisiesde
faconacequ’unéquilibre(équilibremasse-ent)soitrespecté@fin d’éviterla ma-
nifestationd’oscillations provenantdes ondesd’inertie-gravité (Coiffier, 2000).
L'ignorancede ce problemefit en sorteque les tentativesde Richardsorfurent
infructueusegCoiffier, 2000; Daley, 1991).Depuis,les prédictionsse sontamé-
lioréesavec I'avenementdesordinateurset desinstrumentsd’obsenation plus
sophistiquésinsiqu’au perfectionnemerdesmodelesnumeériques.

1.2.2 Hiérarchiedesméthodesmodemes

Malgré les progréseffectués,le problemeposépar le manquede fiabilité et
d’exactitudedesprédictionsdemeureNousdevonseffectueruneprédictiond’'un
systemecomplexe (et chaotique) Une fagond’obtenir de meilleuresprédictions
estd'utiliser I'assimilation de donnéegyui permetd’incorporerles obsenations
danslesmodeélesnumériquegCourtier& Talagrand1990; Talagrand& Courtiet
1987).Leschampsproduitsparl’assimilationde donnéegloiventressembleaux
obsenationstout en obéissantiux lois physiquesconnueset/ou a desrelations
statistiquegLe Dimet & Talagrand,1986).



Les méthodedd’assimilationde donnéesxistent en trois catégoriegprinci-
pales.Elles sont,enordrecroissantde compleité : les méthodesle corrections
successies, les méthodesséquentielle®t les méthodesvariationnellegLe Di-
met& Talagrand,1986).Cesméthodepeuenttoutefoiscomporterplusieursva-
riantes(Lagarde 2000).

1.2.2.1 Lesméthodesde correctionssuccessies

Les méthodegle correctionssuccessies(connuessousle nom de méthodes
deCressmangonsistent corrigersuccessiementuneébauchgusqu’acequ’elle
comprenndes obsenationsrecueillies.L’ébaucheestobtenuepar une prévision
précédenteu parun étattrivial di adescontraintephysiquesSurla figure(1.3),
représentantin champphysiquecommeune pressiorenfonctionde la position,
I'ébaucheestenpointillé et nousavonstrois obsenations(e). Nousobtenonsine
analyseal'aide del'équationsuivante:

Xa (i) = (i) +W()E(i) (1.1)

ou w(i) estun poids statistiquequi dépendd’un certainrayon ou I'obsenation
estdite invalide et de la distanceentrel’'obsenation et le point de grille. E(i)
estla différenceentrel’obsenationet'’ébauche En casde besoin nouspouwons
soumettrd’analysea desroutinesde lissage(Cressman1959). Malgré sesdé-
ficiencesnotammentu sujetde I'utilisation possibled’obsenationserronéeset
derésultatsqui n'obéissenpasauxlois physiquescetteméthodesimpleet éco-
nomiqueestencoreutilisée de nosjours pour diversesapplications(Bouttier &
Courtier 1999).

1.2.2.2 Uneméthodeséquentielle: le filtr e de Kalman

Danscettesection,nousallonsexpliquerle filtre de Kalmanpourun systeme
linéaire(Kalman,1960).Le filtre de Kalmana étédéweloppédansle but defiltrer
les sighauxélectriqueqTalagrand,1997).1l esta la basede presquetoutesles
meéthodeséquentiellegt peutétre décritcommesuit. D’abord, nousavonsune
prédictionXp » ou X estunevariabled’étatetn indiquel’itération entemps Cette
prédictionestobtenueal’aide du modelenumérique

xp,n = I-n—lxa,n—l (1-2)



>

Champs physique

Position x

FiG. 1.3— Applicationdela méthodede Cressmara un modelea unedimension,
d’apres(Bouttier& Courtier 1999)

ouLn_1 estunopérateutinéairereprésentarieséquationphysiqguesCetteopé-

rateurestappliquéa la valeurassimiléeXa n—1 qui estla meilleurecombinaison
dela prédictiondumodeleX, n—1 etdel’obsenationX, 1. Sila véritablevaleur

de X estdonnépar le modelenumériqueauquelnousavons ajoutéun bruit ad-

ditif e,n—1. La covariancede ce bruit estQn_1 = §n—18,n—1 OU le surlignement
indigueunemoyenne ,nousavons:

Xyn = Ln—1Xyn—1+6un-1 (1.3)

L'obtentionde la valeurassimiléesefait en minimisantla moyennedu carré
del'erreur d’estimationes n = (Xan — Xyn)? 0U Xy estla véritablevaleurde X,
Soit:

€pn = Xyn—Xpn=6n-1—Ln-1€an-1 (1.4)
I'erreur dela prédiction,
€o,n = Xo,n — Xyn (1.5)
I'erreur dansl’obsenation,
Pn = Qn—l + I-n—ll:)a,n—ll—n—l (1-6)

la covariancedel'erreur dela prédictionet

R=&n€n (1.7)



la covariancedel’'erreur dansl’obsenation.
De plus, nousallonsdefinir la valeurassimiléeXa , par:
Xan = Xpn+ Kn(Xon—Xpn) (1.8)

ou K, estle gainde Kalman.L'erreurdela valeurassimiléeg, n, devient:

€n = Xan—Xun
= Xpn+Kn(Xon—Xpn) —Xun
= Kn(Xon—Xp.n) = (Xun—Xpn)
= Kn(Xo,n = Xun+ Xun = Xp.n) = (Xun— Xpn)
= Kn(€,n+€pn) —€pn (1.9)

Enutilisant(1.9),nouspouwonstrouver la covariancedela valeurassimilée

Pan = €an€an

= [Kn(€,n+€pn) —€pn][Kn(€on+€pn) —€pn]
= Kn(€,n+€pn)Kn(€on+€pn) —€pnKn(€n+€pn)

— epnKn(€on+€pn) +EnCpn
= Kn(Rn+Pn)Kn—PaKn—PaKn + Py (1.10)

Nous avons assumégue €, n€n = 0 = & n€pn, C'est-a-direque les erreursdu
modeéleet desobsenationsne sontpascorréléesPourtrouver le minimum de
Pan, sadérivéeparrapporta Ky doit étrenulle (Lina, 1998):

dPa’n .
dK, 0
2Kn(Rn+Pn)—Pn—Pn - O

Kn(Rhv+Py) = P
Kn = Pn(Rn+Pn)_1 (1.11)

L’équation(1.11)nousdonnedoncle gainde Kalman.La covariancedel'erreur
delavaleurassimiléadevientalors:

Pan = Pa(Ra+Pn) (Ro+Po)Pa(Ra+Po)
- PnPn(Rn+Pn)7l—PnPn(Rn—}—Pn)il—}—Pn



= PoPa(R-+P) = PoPa(Ro -+ Pr)  —PoPa(Ro+ Pr) 4Py
= P— PnPn(Rn—{—Pn)_l

Le gainde Kalman,qui nousdonnela meilleureestimationstatistique peutalors
étre utilisé dans(1.8) afin de déterminera valeurassimilég(Kantha& Clayson,
2000). Les équationstiennentaussipour un systémeayant plusieursvariables
d’état.

Malgréle fait qu’il soitl'estimateura moindrecarréoptimal,le filtre de Kal-
mancomporteplusieurdacunesll estpossiblegu’il donnedesrésultatsjuin’obé-
issentpasaux équationgphysiquesa moinsd’'imposerdescontraintespéciales
(Kantha& Clayson,2000).Aussile filtre de Kalmanestseulemenwalide pour
dessystémedinéaireset la statistiquedeserreursnécessaire la réalisationdu
filtre estgénéralemental connuemaisaussitrésexigeanteen ressourceffor-
matiquegKantha& Clayson,2000).

Afin depouwir bénéficiedufiltre deKalmanpourdessystemeson-linéaires,
plusieursvariantesont étémisesau pointtel le filtre de Kalmanétenduou la pro-
pagationde I'erreur estbaséesur unelinéarisationdu modeleet le filtre de Kal-
mand’ensembléasésurun échantillonnagé&lonte Carlo(Madsen& Cafiizares,
1999; Lagarde,2000). Dansle but d’éviter le lourd calcul de la covariancePR,,
nouspouvonssimplifier soncalculal’aide de plusieursapprochesommele filtre
RRSQR (ReducedRankSquareRoot) qui négligeles petitesvaleurspropresde
la matrice R, (Verlaan& Heemink,1996; Voorripset al., 1999) ou utiliser des
schémassuboptimaux(Todling & Cohn, 1994). Enfin, I'interpolation optimale
consistea unesimplificationdufiltre deKalmanou la covariancedel’erreurdela
prédiction,P,, resteconstantevecle temps(Kantha& Clayson,2000).

Enfin, desétudegportantsurl’applicationdufiltre de Kalmanenassimilation
dedonnéepourdescaseneaupeuprofondeont étéfaitesdansle pass¢Budgell,
1986;Wolf etal., 2000).

1.2.2.3 Lesméthodesvariationnelles

Les méthodesvariationnellesconsistent trouver la trajectoiredesvariables
d’étatqui minimiseunefonction codt. La fonction coltestunefonction scalaire
qui mesurel’écart entrela prédictionet les obsenations.Ceci estun probleme
avec contraintegpuisquecettetrajectoiredoit satistire les équationgphysiques.



Valeur d'un point de grille

Temps t

FIG. 1.4— Laméthode4D-VAR etsonprincipe,d’aprés(Errico, 1997)

Néanmoinsnouspouwnschangeice problemeaveccontraintegparun probleme
sanscontraintessi, aulieu decherchelila trajectoireoptimale,nouscherchonges
conditionsinitiales qui minimisentla fonction codt. Cettemanipulationestpos-
siblegraceaufait quechaqudrajectoireestentierementiéterminégarlescondi-
tions initiales lesquellespeuvent étre arbitraires.La procédurede minimisation
va toutefoisnécessitete gradientde la fonction colt par rapportaux conditions
initiales d’ou le déwloppementdeséquationsadjointes(Talagrand& Courtiet

1987).Cesconceptsiefonctioncoltetd’équationsadjointesserontsoumisaune
étudeplusapprofondiedansleschapitressuivants.

Lafigure(1.4)présentainapercudela méthodetD-VAR. Nousallonsexami-
nerl’évolution dela valeurd’'un pointdegrille, parexemple,unehauteurd’eaua
unendroitsurunintervalle detempsT . Le point B estuneestimationdela condi-
tion initiale au tempsO0. En utilisant cette conditioninitiale, on obtientcomme
prédictionle point F autempsT. Commeon peutle constaterce point sesitue
bien au-delade la barred’erreurde I'obsenation O. Dansla méthode4D-VAR,
nousutilisonsla différenceentrela prédictionF etl’'obsenationO, pourproduire
unenouwlle conditioninitiale B*. Si on utilise B* commepoint de départpour
notresimulation,nousobtenonda prédictionF* qui setrouve plus présdel'ob-
senation. Enfin, pourun tempsplusgrandqueT, B* donnerade meilleurespreé-
dictionsqueB ou queA, un pointintermédiairesituéentreF etF* (Errico,1997).
Cequi estnotableestqu’unepetiteerreurdanslesconditionsinitiales peuts’am-
plifier énormémenau coursdu temps.Ceciestune caractéristiquelessystemes
instablegLorenz,1985)quenousallonscouvrir plusendétail a la section(5.3).
Cesdiversegnéthodegpeuwenttoutess’avérerutiles; il suffit dechoisircellequi



répondrde mieuxauproblémephysiqueguel’on veutrésoudreet desressources
numeérigues notredisposition(Lorenc,1986).Cesméthodegartagentissezle
similarités(Le Dimet & Talagrand,1986)pour quel’on tentede mettreau point
unenotationcommuneafindemieuxvoir leursliens(lde etal., 1997).Enfin, nous
pouwvonstrouver uneliste exhaustve d’articlespubliéssurlesméthodewariation-
nellesetlesfiltres de Kalmandans(Courtieretal., 1993).

Il estbien de noterque mémesi I'assimilation de donnéesse fait principa-
lementen météorologieet en océanographides principesutilisés peuwent étre
appliguésdansplusieursdomaineglessciencegommela prédictiondesbancsde
poisson{Grgnneik & Evensen2001).

Enfin,l'assimilationdedonnéegstpromisea un bel avenirenphysiqueexpé-
rimentale L’assimilationde donnéegprésentain avantagesurlesméthodes’in-
versionnotamment’in versionélectromagnétiquparcequ’elle inclue également
le temps.L'idée d'utiliser cestechniquesa récemmentté avancéepar (Egbert,
2002).Nousallonsproposeuneapplicationdel’'assimilationdedonnéegpourles
méthodegsl'imagerieélectriquedansl’annexe C.

1.3 Présentationdu travail

Dansle présentchapitre(ch. 1), nousavonsdonnéun apercudesdifférentes
meéthodesl’assimilationdedonnéegui s’offrentanous.Nousallonsensuitenous
attardersurla formulationdu problémed’assimilationde donnéesousla forme
d’un problémede minimisationsanscontraintegch. 2) avant de dériver a partir
de principespremiers,les équationsen eaux peu profondesainsi que leurs ad-
jointes (ch. 3). Le chapitre4 présentda discrétisationdeséquationgphysiques
qui aservialarésolutionnumériquede ceséquationsLesrésultatsobtenusdans
deuxcasde contournementle barrageserontdiscutésau chapitre5. Finalement,
desconclusionseronttirésdansle chapitre6 ainsiquelesperspectiessurle tra-
vail qui restea faire. En annee, nousprésenterongneapplicationdela méthode
4D-VAR al'équationdeBurgers(annexe A). Commeil nousa étédemandénous
ajoutonsles équationsadjointespour un panachehermique(annee B) et une
suggestiorde la marchea suivre pourtransformerun problémed’inversionélec-
trigue a un problémed’assimilationde donnéegannee C). La derniéreannee
(annee D) expligue quelquedirectivespourla vectorisatiordu codenumérique
dansle but d’augmentesavitessed’exécution.
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1.4 Lesobjectifs decetravall

Premiérementge travail s’inscrit dansle projet Nowcastingqui s'intéressea
la prédictionmétéorologique courttermeetala prisede décisionentempsréel.
Cettemaitrisea étéfinancégoarle projetNowcastingoourl’étudedela prédiction
desinondationscatastrophiques.

Deuxiemementiestechniquesl’assimilationde donnéesontuniverselleen
physiqueet permettrontde relier les donnéesdes expériencesaux simulations
numeériquesiefaconauto-consistanté&ousvoulonsfaire connaitrecesméthodes
prometteuseaupréslela communautéesPhysiciensCedocumentdoncaussi
unintérétpédagogique.

1.5 Contrib utions originales

Lescontributionsoriginalesapportéepar cetravail de Maitrisesont:

1. La miseau point de la méthode4D-VAR pour I'écoulementen eauxpeu
profondesavecsédiments.

2. L'applicationdela méthode4D-VAR ala prédictiondu débordemendle la
riviere Chicoutimi.
3. L'estimationdela prévisibilité del’écoulementeneauxpeuprofondes.

4. L’écriture de I'algorithme 4D-VAR pour la corvectiond’un panacheher
mique.

Les résultatsont été communiquést publiésdansles proceedinggde la confé-
renceCFD2002:

BélangerE., Vincent,A., Fortin, A., 2002,“Data Assimilation (4D-
VAR) for Shallon-WaterFlow : The Caseof the ChicoutimiRiver”,
Proceeding®f the 10" Annual Conferenceof the CFD Society of
Canada,"CFD 2002”, University of Windsor Windsor, June9-11
2002.

unepublicationpluscompléteestenpréparation

BélangerE., Vincent,A., 2002,“Data assimilation(4D-VAR) to fo-
recasfloodin shallov waterswith sedimengrosion”,to besubmitted
to theInt. JournalNum. Meth. in Fluids,Aug. 2002.

Nousavonségalementommuniquénosrésultatsa ACFAS 2002:
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BélangerE., Vincent,A., Fortin, A., 2002,“Assimilationdedonnées
(4D-VAR) pourl’écoulemeneneaupeuprofonde: le casdelariviere
desHa! Ha!”, 70° Congresdel'Acf as,“Scienceet Savoir”, Univer-
sité Laval, Québecdu 13aul7 mai2002,présentde 14 mai2002.

etenfin,unrapporttechniquesurl’applicabilité dela méthode4D-VAR al'équa-
tion de Burgers,ala corvectionthermiqueet ala prospectiorélectrique

BélangerE., Vincent,A., 2002,“Assimilationdedonnéeg4D-VAR)
pourl’équationde Burgers,la cornvectionthermiqueetla prospection
électrigue”,RapportTechniqueCERCA,12 ao(it2002,R2002-77.



Chapitre 2

Formulation lagrangiennede la
methode4D-VAR

Lagrangea mis au point la regledesmultiplicateursen généralisantin théo-
remedeFermat(1629)dansle but derésoudralesproblemesi’optimisationavec
contraintesousla formed’une égalité(Jahn,1996).

Considérongjue nousvoulonsminimiserla fonction f(y, z,x) ou x estla va-
riableindépendantéy = y(x) etz= z(x)) avecla contraintey(y, z x). Pourtrouver
le minimum de f (y,z X), noustrouvons savariation. L’opérateurvariationneld
sertadécrirele comportementl’unefonctionprésd’un pointquelconque l'aide
d’'un déplacementirtuel ¥ (Daley, 1991).Cetopérateuestsimilaireal’opérateur
différentield saufquecedernierutilise un déplacementéel (Daley, 1991).Nous

avonsdonc:
of = —doy+ —oz (2.1)
y ya

La variationdela contrainteg(y, z x) estquantaelle:

_ 09, 0g
0g = ay23y+ aZESZ (2.2)

Comme(2.2) estgénéralementgalea 0, nousavons:

ag. 09
a/6y_ 3, Z (2.3)

Sionisoledy dans(2.1),nousobtenons

/ot of (ag/dy
of = (a_y "~z (ag/az)) o (4)

12
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ou nousavonssubstituédz par (2.3). Noussommesa un minimum i le contenu
dela parenthésée(2.4)estnul :

-1 -1
of (0g)\ ~_ of (09 (2.5)
ay \ ay 0z \ 0z

Puisquedans(2.5) nousavonsdesdérivéesde f etdeg parrapportay a gauche

et desdérivéespar rapporta z a droite, nouspouwvonsdire queles deuxcotésde

I'égalité sontdesfonctionsde x (y et z sontdesfonctionsde x) quenousallons
écrire—A(X). Nouspouwonsdoncréécrire(2.5):

of g
a—y+;\(x)® =0 (2.6)
of ag
E‘F}\(X)E =0 (2.7)

ou A(x) estconnucommeun multiplicateurde Lagrange(Marion & Thornton,
1988).

2.1 La fonction colt

Lorsqu’onutilise uneméthodevariationnellejl fautécrirele probléemecomme
unefonctionnelleou fonction cotquel’on cherchera minimiser La forme gé-
néraledela fonctioncodltest:

]
J:/O /Qf(Ef,z,t) dR dit (2.8)

ou f(m,xt) estunefonctionscalairedéfiniesurundomaineQ etunintervallede
temps[0, T] (Sandersk Katopodes2000). f(ﬁ,xt) estunefonctionde ¥ qui
représentéesvariablesd’état (variablegphysiquecommeparexemplela vitesse
ou la hauteurd’eauenhydrologie),ainsiquedela positionet du temps.Selonle
problemearésoudrenouschoisissonsinefonction f(ﬁ,?,t) appropriée.

2.1.1 Application enassimilation de données

En assimilationde donnéesutilisée notammentlansles différentesranches
de la physiquedu globe (météorologie océanographiedynamiquedesfluides
géophysiques,..), noussommesdntéressés minimiserl’erreur entrela predic-
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tion et les obsenations(Talagrand& Courtier 1987).La prédictionestfaite a
partir dela résolutiondeséquationgphysiques

E(W,%t)=0 (2.9)

modélisantie processusoncernéQuantaux obsenations,ellesserontreprésen-
téespar:
0 -
Y —HW 12 (2.10)

ou H estl'opérateurd’obsenationqui relie lesvariablesdu modéleauxvariables
desobsenations.Par exemple,H peutétreuneinterpolationtemps-espacpour

porterles obsenationssur unegrille de calcul surlaquelleon ferala simulation

numérique(voir ch. 3, 4, 5) ou, si les quantitésobservéesontdesfonctionsdes

guantitésdu modéelenumériqueH représentainelinéarisationdu lien physique
oustatistiqueentreeux(Talagrand1997).€ estl’erreurdesobsenationsdesource
instrumentaleou autre.Cetteerreurestinconnuemais sespropriétésstatistiques
sontconnuesOn fait I'hypothésequ’elle estnonbiaisée:

£§=0 (2.11)
et quesacwarianceestconnue:
€T =R (2.12)

ou R estla matricede covariance(Courtier 1997).Quelquegechniquesie me-
suresexpérimentalesinsiqueleursapplicationsontabordéepar(ASME, 2002)
dansles sections“Experimentaland Numerical Flow Visualizationand Laser
Anemometry”et “Fluid MeasurementandInstrumentation”.

Voici la fonctioncoQtutilisée:
J@B:%Ai&aﬂﬁ—ﬁ%ﬁrRH$—¢%dxm. (2.13)

La fonction coltesttout simplemente carrédeI'erreur entrela prédictionet les
obsenationsavecl'inversede la covarianceR desobsenationsutilisée comme
un poidsstatistique.

Plusparticulierementnousallonsseulementonsidéreta hauteurd’eaupour
la fonction colt parceque cettequantitéestfacilementmesurableet qu’elle est
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importantedanslesdébordementderivieres.Nousavonsalors:

(N(T)i — hPPHR™L((T); — hPP9)

o
|

NI NI

z Mz

E(h)iR 1E(h);. (2.14)

L’équation(2.14) estalorsle carréde I'erreur entrela prédictionde la hauteur
d’eauet sonobsenation.Nousprenonde carrépuisquec’estl’amplitudedel’er-

reurquinousintéressetque,contrairemenéla valeurabsoluepynefonctionqua-
dratiqueestpartoutdérivable.La matriceR~! serta accordermplus d'importance
aux obsenationsprisesavec desinstrumentsplus précis.Nous avonsremplacé
l'intégrale parunesommepuisquenousallonsdiscrétisede problemephysique.
Nous additionnond’erreur E(h) pourles N pointssur la grille de calcul, ainsi

cettefonctioncoltestunefonctionde N variables Dansnosexpériencegch. 5),

nousavonspris (Ri’j)_l = 1, donctouslespointsontle mémepoids.

2.1.2 Application encontrdle optimal

D’un autrec6té,la fonctioncodtjoue égalementin réle en contréleoptimal.
Nousallonspasseenrevuetrois exemplesd’applicationdu contréleoptimal.

2.1.2.1 Ecoulementautour d’une aile d’avion

Le contrdleoptimal estutilisé parl'industrie aéronautiquelansla conception
de profils d'aile d’avion. La forme desprofils d’'aile d’avion estdéterminéeavec
unefonction:

f(x) = Zaibi(x) (2.15)

ou les aj sontdespoids (variablesde contrdle)quel’on choisi pour obtenirle
profil désiréetlesb;(x) sontdesfonctionsdeformes(hyperbolesfonctionstrigo-
nométrique polynémes) Ce qu’on veut minimiserestprincipalementa friction
de l'air surl'aile. Généralementon utilise commefonction colt le coeficient
detrainéeCp (Nadarajah& Jameson2000).Le coeficient de trainéeestdéfini
commeétantle rapportde la force de trainéesur le taux de perted’énegie ciné-
tique,c’est-a-dire:
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J = Cp
fo
2PV
ou p etv sontla densitéet la vitessedu fluide, respectrement.La force fp estla
sommedescontraintesexercéegarle fluide surl'aile.

2.1.2.2 Ecoulementau-dessug’une plaque

Lorsqu’unfluide circule au-dessusi’'une plaque,desinstabilitéspeuwent se
créerdansla couchdimite souscertainesonditions.Un decesmécanismed;in-
stabilitéalgébriqueestdl a unvortex longitudinalqui repoussée fluide debasse
vitesseprésdela plaquepourle remplacepardu fluide de hautevitesse Ce phé-
nomenecauseenaval uneamplificationd’une perturbatiorsituéeenamont(Zuc-
cher& Luchini, 2002).Ici, le contréleoptimal serta déterminera perturbation
initiale qui maximiserde gainala sortie.Donc,nousvoulonsmaximisera fonc-

tion co(t:

T E
OUE; estl’énemieinitiale etE, estl’énermgie ala sortie(Zuccher& Luchini, 2002).

J=Go (2.17)

2.1.2.3 Ecoulementautour d’'un cylindre

Considéronsun cylindre dansun fluide en écoulementLorsquele fluide at-
teint unecertainevitesse desvortex seformentderriérele cylindre : cesontdes
alléesdevon Karman(Tritton, 1988).Si le fluide estun conducteurcommel’eau
salée houspouwonsutiliser la force de Lorentzpourrégularisete flot derrierele
cylindre enplacantdesélectrode®t desaimantssurla surfacede celui-ci (Sun&
Aubry, 2002).

Noussommesdntéressé trouver la magnitudeet la régiond’influencede la
forcedeLorentzqui minimiserala fonctioncodtsuivante:

1 21

327/ N, B, 0) — pP%(6))?|,_p d6 2.18
ou p estla densitédufluide,U., estla vitessedu fluide al'entrée,p(N, 3, 0) estla
pressioractuelledufluide (visqueux)et pP® () estla pressiorddiaunécoulement
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potentiel.Les pressionssontévaluéessur la surfacedu cylindre (r = b) et N, 3
sontdesparametregjuel’'on modifierapourtrouver le minimum. Cettefonction
coltassumeyuelorsquel’on auraun écoulemenpotentielautourdu cylindre, les
vortex disparaitron{Suné& Aubry, 2002).

2.1.3 Application : Deep Blue

Finalementafindedémontreta généralitéde cetteapprochelesprogrammes
d’ordinateurqui sontcapablesie jouer aux échecstel DeepBlue, déterminent
parmiles nombreuxcoupspossiblescelui qui placerale jeu dansla positionla
plus favorablepourremporterda partie.Le tout estfait a partir de I'évaluationde
fonctionsspécialisée¢Bewley, 2001).Bref, la résolutionde probléemesen mini-
misantunefonctioncoltpeutsunenirdansplusieursdomainesariés.

2.2 Lesméthodesvariationnelles

2.2.1 La minimisation aveccontraintes

Suite a la définition de la fonction codt, nous pouvwons établir I'objectif de
la méthode4D-VAR. Nousvoulonstrouver la trajectoiredu champ$ qui mi-
nimiserala fonction codt (équ.2.13) tout en obéissantaux équationgphysiques
(équ. 2.9) qui agissenta titre de contraintes.Ce problémeestun problémede
minimisationaveccontraintegTalagrand& Courtier 1987).

Habituellementafin derésoudrain problémeaveccontraintespn utilisele la-
grangienLa formulationpar multiplicateursindéterminésie Lagrangenécessite
la constructiordu lagrangierdu systemeguel’on veutétudier:

L(E‘,X’):J(¢)+/OT/QT(>-<,t)-£(¢f,x,t) dx dit (2.19)

ou J(¢) estla fonction colt et T(R,t) sontles multiplicateursindéterminésle
Lagrangeaussiappelésvariablesadjointes(Sanders Katopodes1999).1l aété
démontréuetrouverlespointsstationnairesiela fonctioncoltsouda contrainte
f(@i,i,t) = 0 estéquialenta trouver les points stationnaireslu lagrangienpar
rapportauxvariablesm et A (Le Dimet & Talagrand;1986).
Puisquenousdevonsminimiserle lagrangiennousdevonstrouver sespoints
stationnairesgjui nesontpasdesminimaou maximaabsolusmnaisplutétdespoints
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de selle(Le Dimet & Talagrand,1986).Pouraccomplircettetache,nousappli-
guonsl’opérateurvariationneld aulagrangienlci, lesdirectionsde déplacement
sontles variablesphysiquedu systémaeainsi queles variablesadjointes.En pre-
nantla variationdu lagrangiennousobtenons

— — —
5L — D¢>L-6¢+ OoL-8A
_ YL sgs aLé? (2.20)

aﬁ

Il fautnoterquedu mémecoup,nousavonslinéarisénotreprobléeme Cettelinéa-
risationentraineuneaugmentatiomletermesdansles équationsdjointespuisque
la dérivée de chaquetermenon-linéaire(quadratiqueproduit deuxtermes(Eh-
rendorfer 1992).Celarendla programmatiordeséquationsadjointesplusardue.

Pourun déplacemer(téﬁ,é?) arbitraire,noussommesaun minimumseule-
mentsi 8L = 0 (Daley, 1991).Celaindiquequela dérivéedu lagrangierparrap-
portachaquedirectiondoit étrenulle :

= =¥, %t)=0 (2.21)
o oL 33
aﬁ_Ad()\Hﬁ:O (2.22)

ou Adj (7) représentées équationsadjointesapresintégrationpar parties(\Wen-
zel,2001).Notonsque(2.21)estle systemed’équationgguel’on avait audépart.
Enfin, (2.21) et (2.22) sontles équationsd’Euler-Lagrangeainsiqu’il a éténoté
parLe Dimet et Talagrand1986).

2.2.2 La minimisation sanscontraintes

Malheureusemenil, n’existe pasdemoyenefficacepourrésoudralirectement
les équationsd’Euler-Lagrange Cette situationnous poussea reformulernotre
problémesousforme de problemesanscontraintegTalagrand Courtier 1987).
Puisqudes équationgphysiquedu modélesontdéterministesil estévidentque
I'état du systemeaux tempsdesobsenationsdépendseulementesconditions
initiales ¢o du systemeCelametenévidencde fait quela fonctioncodltestune
fonction implicite desconditionsinitiales car c’est en variantles conditionsini-
tialesquenousallonstrouverla solutiondeséquationgphysiquegjui vaminimiser
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la fonctioncolt(Ehrendorfer1992).Selonla théoriedu contréleoptimal (Lions,
1968),lesvariablesde contréledu problémesontles conditionsinitiales.On peut
aussiutiliser les conditionsaux frontierescommevariablesde contréle(Wenzel,
2001).Dansnotreprobleme nousavonsenlevé lescontrainteguisqu’aucunees-
triction n’estappliquéesurlesconditionsinitiales.

Afin d’étre capablede minimiserle colt(Section4.4), nousavonsbesoindu
gradientde la fonction colt par rapportaux conditionsinitiales. Or, il n’estpas
possiblede trouver le gradientappropriéde fagconanalytiqueparcequela fonc-
tion coltestavanttout unefonction explicite desprédictions.l setrouve quele
moyen le plus efficacepour calculerle gradientde la fonction colt par rapport
auxconditionsinitiales(ﬁ)wo\l) estd'utiliser leséquationsadjointe(Courtier&
Talagrand,1990).

Il estpossibleeneffet deréécrirela fonctioncoltdéfinieen(2.13)comme:
1
J= §<H¢—¢°,R—1(H$—¢°)> (2.23)

enutilisantle produitscalaire(X, Y) dedeuxvecteursX etY qui estdéfinicomme
suit (Bewley, 2001;Bewley etal.,2001):

;
<>*<,\?>:/0 /QXT\? dx dt (2.24)

ouQ et[0, T] sontle domaineetl'intervalle detempsconsidérésiespectrement.
En prenanta variationde premierordredela fonctionco(t:

8= (RYHY - ¥°) 59). (2.25)

Avant de procédernousallonstrouver le modélelinéaire tangentde notre sys-
téme.Nouspouwnsréécriref(m,?,t) = 0 sousformed’'unedérivéeentemps:

oY
== F(W). (2.26)

Le modelelinéaire tangentqui décrit I'’évolution temporelled’'une perturbation
danslesparametreselsquelesconditionsinitiales,estdonnépar:

08%¥ _ DF .
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ou % estla matricejacobiennecontenanties dérivéesde F par rapporta [}
D

évaluéesa un étatinitial Wy (Talagrand,1981).0n I'appelle ainsi caril utilise
une approximationiinéaire et les coeficientsdu modélelinéaire sontles pentes
destangentesiu modeélenon-linéaire.On utilise le modélelinéaire tangentafin
d’étudierla progressiorde I'erreur entredeux solutions une ayantété pertur
béeoriginalement(Errico et al., 1993). Puisque(2.27) dépendinéairementdes
conditionsinitiales,nouspouvonsl|’écrire comme:

W = LdW, (2.28)

ou L estla résohante.Nous pouwnssubstituer&'@i dans(2.25) par (2.28) pour
obtenir:

8= (RYHY — §°), L5W) (2.29)

Selonla théoriedes espacesie Hilbert (Talagrand& Courtier 1987), tout
opérateutinéairelL estrelié aunopérateuadjoint,L*, qui estlinéaire.L* obéita
la propriété:

(Y,LX) = (L*Y,X) (2.30)

pourtout produitscalaireetvecteursX, Y (Le Dimet& Talagrand1986).

Nouspouwnsécrirel’équationadjointe:

_08W"  DF "

=00 (2.31)

puis
dWq = L*8W (2.32)

ou L* estl'adjoint de L. Le modeleadjoint mesurealorsla sensibilitéd’'un sys-
temevis-a-viscertaingparamétresommelesconditionsinitiales (Hall & Cacuci,
1983).Celadit, il faut noterque les variablesadjointesne représentenpasdes
champgéelsmaislesdérivéesde la fonction colt parrapportaux conditionsini-
tiales(Talagrand Courtier 1987).

Uneexpressiompourl’adjoint L* peutétreobtenuea partirdu modélelinéaire
tangenten utilisant I'intégration par partiesafin de passeies dérivéesde la va-
riable réelle W ala variableadjointem* (Bewley, 2001; Bewley et al., 2001):
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= (L*Y,X). (2.33)

Le termeb vientdel'intégrationparparties En exigeantqueb = 0, nousobtenons
I'équation(2.30).Cecidit, nouspouvonsremplacette modelelinéairetangentpar
sonadjointdans(2.29):

8= (L*(HY — §%),59). (2.34)
Puisquda variationde J peutétreécritecomme(RPN,2001):

0 = J(Wo+0Wp)—I(Wo)
= (0J(Wo),0%o) +termesnon-linéaires (2.35)

le gradientdela fonctionco(testalorsdonnépar:
0J=L*RYHY - §°). (2.36)

A partir de (2.31), nouspouwonsécrirel’équationadjointenon homogéngTala-
grand& Courtier 1987):
3% _ DF*
ot DY

qui estéquialentea (2.22). Finalement)e gradientde la fonction colt par rap-
port aux conditionsinitiales estdéterminépar la valeursdesvariablesadjointes
apresavoir résolu(2.22),soitles équationsadjointesnonhomogéeneg¢Courtier&
Talagrand,1990).

39+ E’wJ(Ef) (2.37)



Chapitre 3

Modélisation physiquede
I’écoulementen eauxpeu profondes

3.1 Niveauxderéférence

Les équationsen eauxpeu profondesnécessitenta définition de niveauxde
référencefig. 3.1).Z estla hauteutotalemesuréelela surfacedel’eau auniveau
de référence(datum).ll s’agit d’une hauteurde référenceque nouschoisissons
commele niveaude la mer par exemple.La hauteurd’eauestdonnéepar h. Z,
estla hauteurde la bathymétriemobile composéale sédimentsLes sédiments
sontle sableet la vasequi reposentau fond desrivieres.Zg estla hauteurde la
bathymétriesolideou roc. L’épaisseude la couchede sédimentestdonnéepar
Zy— Zs.

Datum

FIG. 3.1-Lesdifférentsniveauxderéférencautilisésdanseséquationsle Saint-
Venant

22
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3.2 Dérivation deséquationsde Saint-Venant

3.2.1 Consewation dela masse

Ondivisele fluide envolumesélémentairesfig. 3.2) etonappliquela conser

vationdela massealansce volumequelconque
changementdemassalansle volume = fluxdemassealansle volume

- fluxdemassehors duvolume
+ créationdemasse
- destructiondemasse

dz

r-4----

4 dy

FIG. 3.2—Volumeélémentaire/ defluide
Commeil n'y aaucuneréactionchimiquea l'intérieur du volume,lestermes
decréationet dedestructiorsontnulles.Mathématiquementjousavons:

/a_p dv+/pv-d§:o (3.1)
v ot s

ou S= 0V estla surfaceautourdu volume élémentaire/. Le secondterme,qui
représentde flux net, peutétreréécritenutilisantle théoremede Green:

/@dv+/ 7. (pv) dV = 0 (3.2)
v ot Vv
Nouspouwnsrassemblelestermessousuneseuleintégrale:

/—+D (pV) dV =0 (3.3)

Si les volumessont tous égauxavec une densiténon constante nous pouwons
changet’équationintégraleenéquationdifférentielle:

°’I%

O-(pV) =0 (3.4)
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FIG. 3.3— Colonnesd’eauqui sedéplacent

Cetteéquationestl’équationde continuitéde Navier-Stokes (1845).En ce qui a
trait aux équationgle Saint-\énant|esvolumesglémentairesontreprésentépar
descolonned’eauqui sedéplacentfig. 3.3).

Cette représentatiomécessitd'utilisation d’élémentsde volume différents
maisengardantia densitéconstantenousavons:

a(%?A) +0- (VphA) =0 (3.5)

Enéliminantl’aire, A, etla densitépuisqu’ellessontconstantespn obtient:

%+ﬁ-(hV) =0 (3.6)

3.2.2 Consewation de la quantité de mouvement

Le taux de changementle la quantitéde momentd’un volumede fluide est
égalala sommedesforcesexercéesurcelui-ci:

Dpv ~
o = ,ZFI (3.7)
ou % estla dérivéelagrangienngTritton, 1988).Si on utilise la définitionde la
dérivéelagrangiennenousnousretrouvonsaveccetteéquation

opv

0w =3 F (3.8)
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Enimposantun gradientde pressiorainsiqu’uneforce visqueusenouspouwns
écrirela sommedesforcesexplicitement:
opv =

W_|_D.(pvv> — _0OP+vO%. (3.9)

Nousobtenonsinsil’équationde Navier-Stokessi les volumessonttouségaux.
Dansle casdeséquationsde Saint-\enant,la densitéest constantamnais pasle
volumeélémentairdequelestremplacéparla hauteurde la colonned’eauh. On
écritalors:
ohv - > 2

W%‘D-(hW):—DP%-VD V. (3.10)
Puisquenousconsidéronga colonned’eau,nousfaisond’approximationdite hy-
drostatique la pressiorestseulementlueaupoidsdela colonned’eau.On peut

doncécrirela pressiorcommeétant:
P= —pgh= —h%g (3.11)

pourobtenir

aa_rlv +0- (hw) = gOh? + %‘ (3.12)

ol nousavonsremplacde termede viscositédu fluide (v ~ 10 ®m?/s pourl'eau
a20°C) paruntermedecisaillementauniveaudu lit. Nousallonsexpliquerdans
la prochainesectioncommenimodéliserce termede cisaillement.

3.2.2.1 Le cisaillementdu lit
L’équation(3.12)s’écritenunedimensiond’espacex :
—+v—+g—x+—:O (3.13)

ou 1y estla contraintede cisaillementdu lit qui représentda force de frottement
par unité de surfacedue a la rugositédu fond (Zhou & Stansby1999).Elle est
expriméeenutilisantla vitessehorizontalemoyenneet s’écrit :

Ty = CppV? (3.14)

ou C, estun coeficient defriction del’écoulementauniveaudu lit (sansdimen-
sion)etV estla vitessemoyenne Notonsque(3.14)assumeajuela contraintede



26

cisaillementestproportionnela I'énemie cinétiquedu fluide. Si cettecontrainte,
Ty, agitsurun périmétremouillé P etunelongueurde canalX, la forcedetrainée
turbulenteF, s’'écrit :

Fu = TuPX = CppV2PX. (3.15)

Dansun systémeenéquilibre,cetteforce detrainée f,, doit étreégaleala force,
Fq4, dueaupoidseffectif del’eau (Dingman,1984):

Fq = pgAXsin(B) (3.16)

ou A estl'aire d’'une sectiontrans\ersaleet 8 estla pentedu fond. En égalant
(3.15)et(3.16),nousobtenons

Fu - Fd
CopV2PX = pgAXsin()
1
i 2
vV = (79ACS:F‘SG)> (3.17)

Nouspouwnssimplifier 'expressiordela vitesseendéfinissante rayonhydrau-
ligue R= A/P etenremplacansin(0) parSy :

_ (0RS\?
V_(?ﬂ)' (3.18)

Le coeficientde Chézy C,, estdéfinipar:

_(9)?
cz_(gb) . (3.19)

En substituan{3.19)dans(3.18),nousobtenons
1 1
V =CR2S; (3.20)

gui estl’équationdeChézy(Dingman,1984).Ici, C, adesdimensionsje[L%Tfl]
maisgénéralementn le traite commeétantsansdimensionen écrivant:

1
2

V = uCRS (3.21)
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ou u; prenden compteles unités(Dingman,1984).Dansla pratique,on préfere
I'expressiortrouvéeexpérimentalemernpar Manning:

1\ 23
V =Unm (ﬁ) R3S (3.22)

ou n estle coeficient de rugositéde Manninget un, remplit les mémedgonctions
gueu, puisqude coeficientdeManningestgénéralemertonsidér&éommeétant
un nombresansdimensionLe coeficientde Chézypeutétrerelié avecle coefi-
cientdeManningal'aide dela relationsuivante(Zhou& Stansby1999):

ol

h
Co=—. (3.23)

Le coeficient de Manning a donc desdimensionsde [L_%T] 1. Nous pouwons

doncréécrire(3.13):

ov ov 0Z gvn?
5t TV Tt 2 =0. (3.24)

3.2.3 Leséquationsoriginelles de Saint-Venant

Voici leséquationgellesqu’obtenuegpar Saint-\enant(1871):

=0 (3.25)

et
dv dv di PF
@ Vax Yax Thp 0 (3.26)

ou ( estla distanceentrela surfacede I'eau et un niveaude référencesitué au-
dessuslel’eaucomparatrementala figure(3.1) ouceniveauestsituéau-dessous
dulit delariviére.Ceciexpliquela présencelu signenégatifdevantle terme.Le
derniertermede (3.26) représentde frottementdu fond dela riviere. Dansnotre
cas,nousavons modéliséce termepar le termede Manning. Nos équationsen
eauxpeuprofondesorresponderduxéquation®originelles(Saint-\enant,1871).

lUnediscussiorausujetdesunitésdutermedeManningsetrouve ala sections-6 dans(Chaw,
1959).
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FiIG. 3.4—Modesdetranspordessédimentsl’apréesFredsg& Deigaard,1992):
a) transporta petitesforcesde cisaillementb) transporten couche ¢) sédiments
ensuspension

s Os+ Als
— —

FIG. 3.5— Conserationdu débitde sédimentsg’apres(Chanson1999)

3.2.4 Consewation de la massepour lessédiments

Maintenantnousallonsécrirel’équationde continuitépourlessédimentsLe
flux de sédimentg)s estdonnépar:

Os = Qsl +0ss (3.27)

ou gg estle flux de sédimentscharriésau niveaudu lit et gss estle flux de sé-
dimentsensuspensiorgYalin, 1992).La distinctionentrecesdeuxflux estduea
la facondontles sédimentsedéplacent le flux delit voyageau-dessuslu fond
marinetlescollisionsinter-particulairessontdominantegfig. 3.4b)tandisquela
turbulencedu fluide estdominantedansle flux ensuspensioiffig. 3.4c).Lorsque
le cisaillementesttrésfaible, le sédimentne se déplacepasen couche seules
guelquesparticulesroulent sur le fond marin (fig. 3.4a) (Fredsge& Deigaard,
1992).

En prenantun petit volume de contrdle (fig. 3.5), les lois de conseration
exigent quele flux de sédimentsa travers ce volume soit égala la variationde
la hauteurdu fond marin.
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La quantitéphysiquepertinenteestalorsCs la concentratiorde sédimentsen
suspensiomansun petit volume élémentaireOn peutalors écrire’équationde
transporidela concentratiorde sédiments

Le terme p% estun termede créationde la concentratiorde sédimentwve-

nantdesséedimentsaarrachésiu lit ou Z, — Zs estl'épaisseurde la couchede sé-
diments.Ce termeestproportionnela la porositépuisqu’arec une porositéplus
élevée,l'eau a plus de facilité pour s’infiltrer dansle lit et soulever le sédiment.
Celacréeun changementlansla hauteurdulit. Le terme% estuntermede
destructionde la concentratiorde sédimentsCe termeestdl aux sédimentsen
suspensiomui sedéposensurle lit.

En utilisant uneidentité vectorielle,nouspouvonsréécrirel’advectionde la
concentration

[+ (CV) = V- OCs+Cs(0- V). (3.29)

Puisquenousutilisonsl’approximationdu fluide incompressiblele dernierterme
de(3.29)estnul. L’advectiondela concentratiordevientalors:

v-OCs = O-(C)
= 0-Gs (3.30)
ou gs estle débitde sédimentgparunité devolume(gs = CyV).
En substituan{3.30)dans(3.28),nousobtenons
a_CS_H‘jq _ pa(zb_zs) _ 0(Zp —Zs) (3.31)
ot ° ot ot '

Enfin, si nousrassemblonfestermesnhousobtenond’expressiorsuivante:

5 |1-PE-z0+ 2]

. +0.6:=0 (3.32)

ouCs aétéremplacéar HIICTVSiI” . Pourle modéledunedimensiongs estdonnéparav’
ol a etb sontdesconstanteempiriquesnesuréesaulaboratoireet qui dépendent
dela naturedessédimentg¢Bhallamudi& Chaudhry1991).

Dansnotremodele nousallonsnégligerles effets deseauxsouterrainesnais
nousallonstout de mémepasseren revue les équationsqui s’y rapportentLes
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eauxsouterrainegonsistentiutransportet al'entreposagele I'eau dansles sols
perméablegjue I'on appelleaquiféres.Le déplacementle 'eau sousla plaine
inondableestdonnéparl’équationdeBoussinesgourleseauxsouterrainefMwaka,
2001):
%9 0% 0
—+=> | == +1(xyt 3.33
<6X2+ay2 S’at+ ( Y. ) ( )
ou @ estla chage potentiellesouterraineT estla transmissrité del'aquifere, S,
estle rendemenspécifiquede I'aquifere non confinéet I (x,y, t) estlinfiltration
verticalede I'aquifére non confiné.Quanta I'aquifere situé sousla riviére, nous
devonsremplacer(3.33)par:
P g o
T+ | =%= Xt,Ki,H,Z 3.34
(6X2+ay2> &at +q(? y N1, 1, 1) ( )
ou & estle coeficientd’emmagasinemente'aquifere confiné,q(x,t,Ki,H, Z;)
estl'infiltration provenantde la riviére,K; estla conductvité hydrauliquede la
couchedesédimentsecouvrante fonddelariviere,H estle niveaud’eaudansla
riviereet Z; estl'épaisseurdela couchede sédiment§Mwaka,2001).La riviere
etle systémeaquiférepeuventétrecouplésal’aide delaloi deDargy :
K
q= —(AH) (3.35)
Z1
ou g estle débitautraversdela couchede sédimentparunitéd’'aire et AH estla
chage hydrauliquea traversla couchede sédimentgMwaka,2001).La priseen
comptede la circulationdeseauxsouterraines’est pasnégligeablg Katopodes
& Bradford,1999)et devrait étreinclusedansles modeleduturs.

3.3 Leseéquationseneauxpeu profondesen 2D

Leséquationsen eauxpeuprofondesen 2D (Sadoury, 1975)sontla conser
vationdela masse 3H
E+ﬁ-(H\7) =0, (3.36)

la conserationdela quantitéde mouvement

—

aV e — =d
— +nNNx (H+2Zp)gV)+0 <(H +Zy)g+

—0, (3.37)

V-V +gn2||\7||\7
ot 2

2 H3
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etla conserationdela masseourlessédiments

- p)zb+M +0-gs=0. (3.38)

— ( i
ot IVl

Dansl’équation de la conseration du de la quantitéde mouwvement,la vorti-
cité potentielle? n estégalea (lE%)g' N estle vecteurnormal unitaire. Dans
I'équationde la conseration de la massepour les sédimentsZy, estici I'épais-
seurdqla couchede sédimentsPour le débit dessédimentsnous avons pris
ds— AL (Bhallamudi& Chaudhry1991).
Nousavonsdiscrétiséceséquationsa I'aide d’'un schémaconnuqui utilise les

différencediniescentréesurunegrille décalégvoir sectior4.2.1).

3.4 Changementd’échellesdesequations

Le changemend’échellesdeséquationsserta compareies écoulementsjui
partagenta mémegéométriemaisa différenteschelleqTritton, 1988).Suiteau
changementl’échelles,l y apparaitdesnombressansdimensionsqui, en géné-
ral, sontdesrapportdesdifférentesquantitésphysiquesentranten jeux durant
I'écoulement.Cesnombressansdimensiongpermettentie caractérisele régime
de I'écoulementet de décrireles phénoménephysiquesdansles unités perti-
nentes.

Afin deprocéderuchangement’échellesdeséquationsnousallonsutiliser
leséchellesuivanteqabstraites)

h Zy

Os
— Z/:— =
L’ b u

VI .
)(/_ L’y_ L? qS_ (3'39)

V= UL

b u v
t_-l-ah_ L7 U’ U’

avecuntempscaractéristiqud , uneéchelledelongueurl (profondeumoyenne)
etunevitessemoyenneU.

oh oJhu ahv_0

& + W + a—y = (3.40)
oL oWLUWU onLvU
T T axL T eyl 0 (3.41)
/ /o /
Lo  LUohy LUohV _ (3.42)

Tou "L ox L oy

2Pouruneexplicationdu conceptela vorticité potentielle voir (Pedlosly, 1987).
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L on oh'v oh'v
—— = 4
T30 U Wi +U 3y 0 (3.43)

Enchoisissanuntempscaractéristiqueéel queT = 5 (3.43)devient:
oh odhu ohv
—+—+—=0 3.44
ot + ox + oy ( )

Nousavonsenlevé lesprimespoursimplifier la notation.

—

YA . RY ||V |V
E+nN><((H+Zb)gV)+D<(H+Zb)g+ >+g IV

5 1~ =0 (3.45)

3

VU U o i s
T + LLgn N x ((H"+Zp)LgV'U)

1- VU V!
+ ED ((H’+Z§,)Lg+ %)

AL (3.46)

U oV’ U2lg .. Lg=
T + ng r]’N><((H’+Z{,)V’)+—D(H’+Z{,)

L
U2- (V/.V7\  greU2||V! ||V
- TD( 5 >+ TR =0 (3.47)
oV o~ . gL . (V.V
ar VIV _ (3.48)
L3 Hs
oV V.V
VALY,
+ IIVIV g (3.49)
L3 Hs

Nous obtenonsainsi deux nombressansdimensions le nombrede Froude,
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Fr, etle nombreﬁ gui estsangdimensiormpuisquéde coeficientdeManning,n, a
L3

desunitésde[L*%T] (section(3.2.2.1)) Le nombredeFroudeestunrapportentre
la force inertielle et la force de rappelgravitationnelle.L’équationdessédiments
esttraitédela mémemaniere:

|
0Zo—2) OW = ~
(1-p) TR +0-6s=0 (3.50)
0L
ozL-ziL) o 1= o
(1—p) PG PG +ED -glUL=0 (3.51)
L Az, — 2zt ool )
L. b—%) UL v ULz -
TP =5y oT ov T %0 (3.52)
EnutilisantT = UL nousobtenons
B alel
(1—p)a(zbat Zs) , gf” +0-3=0 (3.53)

3.5 Ondesde surface

Avec les équationgde Saint-\énanten une dimension,on peutobtenirl'ex-
pressiorde la vitessedesondesde surfaceou de gravité. Nousécrivonsleséqua-
tionsde Saint-\énantpourunedimension:

odh ohu

2&'*’7&;"‘0 (3.54)
ou ou oh
E‘FU&—FQ& =0. (3.55)

Nousallonslinéariserles équationgpour un étatau reposalors,h = hg + oh ou
hp estla hauteurmoyenneet u = ug + du = du puisquela vitessemoyenneup est
nulle (Cullen,2001):

d(hg+3dh) d(hg+dh)du

s =0 (3.56)

00 00 d(hg+ oh
Y su U'+g((hL )

ot X x 0 (3.57)
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Endéwloppanketennégligeantestermesnon-linéairesendh et du, nousavons:

o(sh) . odu
5 ho—ax =0 (3.58)
oou  a(dh)

Ensuite,nousdérivons(3.58) part et (3.59)parx :

025h 023U
0%0u 028h
ot +g—6x2 =0. (3.61)

Comme % = %, nous pouwons substituer(3.61) dans(3.60) pour obtenir

I'équationsuiante:
0%5h 0%5h
e Og—ax2 =0 (3.62)

qui estl’équationd’une ondeayantunevitessedonnéepar:

¢ = /hog. (3.63)

L’équation(3.62)estdoncl’équationdesondesde surface.La formuledesondes
de gravité (équ.(3.63)) a étédérivée pourla premierefois par Lagrange(Chow,
1959).Elle estutiliséecommetestdansles codeseneauxpeuprofondes.

3.6 Leséquationsadjointes Saint-Venant1D

Maintenantnousallonsdériver les équationsadjointespour les équationsde
Saint-\énanten 1D enécrivantle lagrangierpourles équationsn eauxpeupro-
fondesenunedimensionPoursimplifierla notation lesdérivéespartiellesseront
dénotéegparun indice. Le lagrangienpour les équationsen eauxpeuprofondes
enlD est:

L = /()T/()LJ+h*[ht+(hv)x]

+ VM + (1/2V2+ghy + g2+ gV /h3]
+ Z[(1-p)z+a(P Ly +aw] dxdt (3.64)
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ou h*, v* etz sontles multiplicateursde Lagrange\; qui sontaussiappelésva-
riablesadjointes.

Apres avoir multiplié les termesdeséquationspar leurs variablesadjointes
respectres,nousvoulonstransféretesdérivéesdesvariablegéellesauxvariables
adjointesL’intégrationpar partiesnouspermetdele faire.

Prenonde premiertermecommeexemple:

T rL L T pL
/ / heh dxdt:/ h*h(T dx—/ / hiy dx dit (3.65)
0 JO 0 0 JO

Aprésavoir appliquél'intégration par parties,on remarqueun signe moins qui
apparaidevantle nouweautermecontenanta dérivéeet un termedépendanties
conditionsauxfrontiéres Enrépétanpourlesautresermesnousobtenons

L = /OT/OLJ—hrf—hvh;—wg
— (1/2)v; — gh¥, — g2y, + gVPn?V' /hé
— (1-pzz —aP 'z —aPz dxdt
+ /OL[h*h+\f*v+zk((1— p)z+aP 1)]|§ dx

+ /O T[h*hv+\f“((1/2)v2+gh+ 92) +Z'aVP]|§ dt (3.66)

La variationdu lagrangierest:

oL = / T / B3, Y — Vi — 0V, — (4/3)9Vn?V /i)
0 JO
+ OVl —hR—v —vy + 2Vgnz\fk/h% —a(b— 1)Vb—24k _ ab\})_lz’;]
+ 84— g% — (1-p)z] dxdt
+ /()L[h*6h+\f*6v+z*((1_ P)dz-+a(b— 1P 25v)]|T dx

)
+ / [h*(v8h+ hdv) + v* (vdv + gdh + gd2) + abv 1z°3v] |5 ot (3.67)
0

Nous sommesa un minimum si 8£ = 0. Pourun déplacementdh, dv, 8z) arbi-
traire,lestermesentreparenthesesarréesloiventétrenuls pourobtenird £ = 0.
Nouschoisissonses conditionsinitiales et les conditionsauxfrontieresde facon
acequelesdeuxdernieresntégralesdansd L soientnulles(Daley, 1991).
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Leséquationsadjointessontalors:
h — v — gV — (4/3)gV2n®V* /h3 +Jy = 0 (3.68)

Vi —hi, — W 4+ 2vgrdv* /h3 +a(b— W22 —abV 1z +3,=0  (3.69)
(1-p)z —9%+J,=0 (3.70)

oulavariablet =T —t estl'inversedutemps.

Nousavonscommeconditionsinitiales:
h*(x, T]o) =V (X, To) = Z' (X, T|o) =0 (3.71)
Oh(x,t|o) = dv(x,t|o) = 6z(X,t|o) =0 (3.72)
etcommeconditionsauxfrontieres:
h*(X|o,T) = V*(X|0,T) = Z'(X|o,T) = 0 (3.73)

h* (XL, T) =V (X|,T) =Z°(X|L,T) = 0. (3.74)

Enfin,le gradientdelafonctioncoltparrapportala hauteuinitiale seradonné
par la valeurde la variableadjointeh* évaluéeat = T (Courtier& Talagrand,
1990).Nousavonsla mémechosepourlesautresvariablesv et z. Le gradientde
la fonctioncoltseradoncdéterminépar:

Ok, = h'(x1=T) (3.75)
0, = V(x1=T) (3.76)
0, = Z(x1=T) (3.77)

Leséquationsdjointessontrésoluesl’aide d’itérationsavecun pasentemps
dt aajusterselonla frequencalesobsenations.
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3.7 Leséquationsadjointesen 2D

En suivant la méthodeprésentégour le casen 1D, noustrouvons que les
éguationsadjointessont:

X . . B ab jut+vA
hr - um_Vhy_g(ux"‘\f)k/)_W u2+v22¥
— g?‘—rf\/uz—i—vz(uu*-l-vv")
3
ab 22 ~0 3.78
+ hb+1(U HVZ) + I = (3.78)
" " au 2au
Uy — hhx—utij%-w\fk—uvg%-mczf—wzf(
gré 2u?+v2 grévu
+ U T +V VUW+v243,=0 3.79
hi ViZr\2 hs ! (3:79)

T T .

grévu gré w2+ 2v2
+ UV V24V = ————+3,=0 3.80
h3 hs VU2 +V2 (3.80)
(1-p)z —9(U+Vvy) +J,=0 (3.81)
avecw= % — 3—3‘;, C= “%%‘f\‘/’:);‘ﬂ Eir’vi ett = T —t. Notonsquew estle rota-

tionneldelavitesse.



Chapitre4

Algorithmes et aspectsnumeriques

4.1 Algorithme dela méthode4D-VAR

Tout d’abord,nousdélutonsavec une estimationdesconditionsinitiales qui
proviennentdesdonnéesl’obsenationsou de laboratoire On effectuealorsune
premiereprédictionen résohant le problemedirect. La figure (4.1) résumeles
diversesétapesgu’il faut suivre pour pouwir effectuerdesprédictionsa I'aide
dela méthode4D-VAR. On supposeégalemengu’on a choisiunefonctionco(t.
Puisquda plupartdesméthodesie minimisationont besoindu gradient,nousal-
lons calculerce derniera I'aide deséquationsadjointescommeil a étédit plus
haut.Suiteala minimisationdela fonctioncolt,nousavonsdesnouwellescondi-
tionsinitiales.Nousutilisonscesconditionsnitialesdansunenouelle simulation
pourfaireunedeuxiemeprédiction.Commesortie,nousavonsuneprédictionop-
timale qui minimisel’erreur entrela prédictionet lesobsenations.

4.2 Discrétisation

4.2.1 Discrétisationdu problémedirect

Pourle problémedirect, nousutilisonsle schémasuivant (Arakawa, 1970)..
Eneffectuante produitvectoriel leséquationg3.36)et(3.37)peuentétreécrites

L’algorithme 4D-VAR nouspermetd’utiliser n’'importe quel schémapourvuqu'il ait la sta-
bilité etla fiabilité voulue.Danscetordred’idée,nousproposonsin autreschéma le schémale
MacCormackguenousallonsprésentepourun casa unedimensionmaisil estfacilementgéné-
ralisablepourdeuxdimensiongChaudhry1993).Le schémaleMacCormaclkdeseconcbrdreen
tempset espacestfacilea programmeetréagitbienauxchocs(Bhallamudi& Chaudhry1991).
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J : Fonction co(t

Conditions initiales

Equations de St-Venant
* Premiére prédiction

L
,%

Minimisation
(Plus profonde descente)

V J : Equations adjointe

1°ZJ

Nouvelles conditions initiales

D

Equations de St-Venant
* Deuxiéme prédiction

Sortie
* Prédiction optimale

FIG. 4.1— Algorithmedela méthode4D-VAR
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souscetteforme:
a_H+@+ai/ — O
ot ox oy
ou oE
ov 0
E‘FHHU—FG— =0
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(4.4)

(4.5)

(4.6)

Avant de déhuter, nousallons choisir la fagonde discrétiserles dérivéeset les

moyennegd’une certainequantitéq; j

OxClj = Gi, j —A?(il,j
ayCIi,j _ Gi.j —A?ll,J—l
—~ _ Gi,jT0i-1]
T
 _ Gi,j+d,j-1

1, ] 2

Nousdéfinissonsesflux demassdJ etV :

et

D’abord,nouscalculonsun prédicteurqui n’estqu’unedifférencefinie arriére:

U =U"+ %([f (U") = F(U" )]+ AtF (U,

Ensuite,nouscalculonsun correcteurqui n’estqu’unedifférencefinie avant:

Up* = Un (W) = TU0)]+ BF ()

Enfin,la nouwelle valeurdeU est:

1
Uin+l — E(UI* + UI**)

4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.1)

(4.2)

(4.3)

Il estpossibled’utiliser unedifférencefinie avantpourle prédicteuret unedifférencefinie arriere
pour le correcteurNouspouwonségalementes alternera chaqueitérationpour une plus grande
stabilité (Chaudhry 1993) (p.317).Nouspouwnségalementitiliser un schémasemi-lagrangien
qui permetl'utilisation d’'un plus grandpasen temps(Staniforth& C6té,1991; Gravel, 1998;

Robert,1982).
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L'énemgie totale(Bernoulli), E, est:
1 —2X —2y
E=(H +Zb)g+§(u +v4). (4.13)

etla vorticité potentielleest:

OxV —0yu

n= = (4.14)
Nousavonsdonc: 3H
S5 THU+oV =0 (4.15)
‘;‘ IV +0E =0 (4.16)
ov TV
at+r] U’ +0E=0 (4.17)
Sil'on ajoutele termedeManning,(4.16)et (4.17)deviennent
/U2 - V2
@—ﬁyv +6xE+u79 u4+v =0 (4.18)
ot H3
/U2 -2
gt VRN ¥ NV L e (4.19)
H3

Pourdiscrétised’équationdu transportdessédimentspn utilise les différences
finiesavant.Nousdéwloppong3.38) pourobtenir:

GQX L %% 6CIy
VP

oy C (4.20)

gt [(1 P)Zy +

ou gy et gy sontlescomposantesnx eteny du débitde sédiments. Enrempla-
cantla parenthesde (4.20)parB etendiscrétisantnousavons:

B"t1_pBn Oxi+1,j —Oxij  Ayij+1— i
_ ML T , 4.21
At AX Ay ( )
etenisolantB™1 :
B+l _gn_ AthiH,j — x| _Athi,jH_in,j. (4.22)

AX Ay
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Enutilisant(4.20)et (4.22),noustrouvonsZ{)‘+1 :

\ Ok + 0
ol (gl V7 / (1-p). (4.23)

b V22

Les dérivéesentempsde (4.15), (4.18) et (4.19) ont été discrétiséegpar un
schémd_eap-Frogentemps.Si % =F, alors:

qn+1 _ qn—1

s =F" (4.24)

Le schémad_eap-Frogestconsenratif maisil esttresdispersif(Mitchell & Grif-

fiths, 1980).Dansle but d’atténueres oscillationsnumériquesésultantesnous
utilisonsun termeanti-dispersior{Roache,1976).Nousutilisonségalementine
viscositéartificielle (section4.3). Celissageesteffectuéa un intenalle detemps
régulier Enfin, nous avons optimiséle code en le vectorisant(annee D). Ce
schémanumériquene consere exactemenhi la massdotale:

M :/SHdS (4.25)

ni 'énemie totale:
1 — —
E— /E(H +V .V)HdS (4.26)
S

maisl’enstrophi& potentielleabsolug/Arakava, 1970):

z— /}n2Hds (4.27)
s2

4.2.2 Discrétisationdeséquationsadjointes

Pourla discrétisatiordeséquationadjointesnousavonseurecoursaun sché-
mapreédicteurcorrecteurde type Lax-Friedrichg(Liska & Wendrof, 1999).Pour
utiliser ceschémaonseratif, il fautécrireleséquationsousformeU; = fy(U) +
gy(U) +h(U) ot h(U) représentéestermesnon-conseratifs. Le premierpasest
donnépar:

2|enstrophieestla variancedela vorticité
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n+1/2 1
Uitjzjeae = MU0 +Uke + Ul + Ul ]
At
+ E([le,jﬂ/z—':l,jﬂ/z]
At

+ E[Giﬂ/z,jﬂ = Git1/2,]
At (Uir,]j +UL U UL
2 4

) (4.28)

ou n indice I'itération temporelleet (i, j) indice le point de la grille de calcul
bidimensionnelleLesflux F et G sontévaluésen utilisantuneapproximatiordu
probléemede Riemann(Liska & Wendrof, 1999):

At

1
Fisjr12="f (E[Uir-]i-l,j+l+uilll,j] + W[Q(Ui%,jﬂ) - g(Uir-]i-l,j)]> (4.29)

et
l n n At n n
Git1/2j+1= 9| 51 Uil + 2 (Ui j0) = TU)] ) - (4.30)

Le correcteulestalorsdonnépar:

it = Ul
At T nt1/2 n+1/2
T _f(Ui+1/2,j+1/2) + U1z j-1/2)
n+1/2 n+1/2
B f(Ui*1/2,1'+1/2) - f(Uifl/Z,j—l/z)]

At 1 nt1/2 n+1/2
2y 912 541/2) FOU L 251 )0)

nt+1/2 n+1/2 At
— 902 1/0) — g(Uifl/Z,jfl/z)] + jh(Uir,‘j)- (4.31)

4.3 Viscositéartificielle

Desoscillationsduesaux erreursnumériquegpeuvent se produire.Cesoscil-
lations non-physiquegpeuent étre enleréesgracea I'ajout d’'une viscositéarti-
ficielle. Voici uneméthodemiseau point pourl’aérodynamiqugJamesoret al.,
1981),quiréduitleszonesdeforts gradient Chaudhry1993).Pourunegrille de
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calculadeuxdimensionsnpousévaluons:

hitj—2hi j+hi_qj

Vi = 4.32
M fhiga |+ 2+ This ] (4.32)
et
o i =2 g (4.33)
Mgl 420k ]+ el
pourensuitetrouver :
€ 1,5 = Kmax(Vij, viiy ) (4.34)
Six,%d- = Kmax(vffj,vix_lﬁj) (4.35)
ei)fj+% = Kma><(vi‘fj,vi3tj+l) (4.36)
si)tj_% = kmax(vy;,v/;_y) (4.37)

ou h est,dansnotre cas,lahauteurd’eau et K estun parametrequel’'on ajuste
pourobtenirle lissagedésiré(k = 0.01). La fonction max() retournele plusgros
argument.

Aux frontieresou hi, 1 j ethi_1 j n’existentpas,onremplace(4.32)par:

Ihij —hi_y,j]
oo g —hioaj) 4.38
M k] (i 39
ou

ve = M =il (4.39)

N T )
respectrement.ll enva de mémepour(4.33)lorsqueh; j1 eth; j_1 nesontpas
définies(Chaudhry1993):

o = Mg —hijal

Y. = 4.40
Wbl (4.40)

et
W hij+1—hij|

— 4.41
Mgl 4 i (4.41)

Les variablesdépendantes;ommeles composantese la vitesse,sontalors
modifiéescommesuit :

Uij=Uij + &y ;Uirej—Uij) —&ly ;Ui —Uig))

+ siy’H%(Ui,Hl—Ui,j) —8{17%(Ui,j —Uij-1). (442



45

Ymin

W

FiG. 4.2— Schémalela fonctionco(t

4.4 Algorithme de minimisation

Cettefonctioncodtestalorsminimiséeal’aide d’un algorithmede minimisa-
tion tel quela plusprofondedescenté, le gradientconjuguéou le quasi-Nevton.
Pourla simplicité,nousallonsexpliquerla méthodede la plus profondedescente
pourunefonctioncoltaunedimension(fig. 4.2).D’abord,nousévaluonda fonc-
tion colta un pointinitial Wo. Commepointinitial, nousavonssoustrait’erreur
desconditionsinitiales. Cela donneun bon point de départpresdu minimum
puisquepourun systemdinéaire,la perturbatiorinitiale serademémemagnitude
guela perturbatiorfinale.Pourun systemenon-linéaire celaestégalementrai si
lesnon-linéarités’ont paseule tempsde jouer. Ensuite nousdevonsdéterminer
la directionou J décroitle plusdansle but detrouver un nouveaupoint plusprés
du minimum, c’est-a-direquenousvoulonsitérer:

W1 = W+ ok (4.43)

ouk estl'itération, ay estla longueurdu pasquenousallonseffectueret gy estla
directionderechercheDansle casdela plusprofondedescente;ettedirectionest
le sensopposédu gradient(p, = —1J). Pourla méthodede Newton, nousdevons
résoudrde systemeQpy = —0J ol Q estla matricehessiennéandisquele quasi-
Newton Spy = —[0J ou Sestuneapproximationde la matricehessiennéKalnay
etal., 2000).0n évalueJ au nouveaupoint Wy 1. Si J(Wx.1) < I(Wx), on ac-

3Pourla programmatiomela routinede minimisation,nousnoussommesnspirésde (Daniels,
1978)
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cepteWy, 1 enaugmentantitérateurk etonrecalcule(4.43).D’un autrec6té,si
J(Wir1) > I(Wk) onrefuseW ., etonrecommencé4.43)avecun oy pluspetit.
Oncontinugjusqu’acequele gradientatteignda vaIeursouhaitée{ﬁJ ~ 0) (Bur-
den& Faires,1993).



Chapitre5
Deux expériencesde contournement

PourillustrerlaméthodelD-VAR, nousproposonsleuxexpérienceslecontour
nement le contournemend’un barragehéoriqueetle contournemendu barrage
Chute-Garneaasurlariviere Chicoutimilors del’événementlu Saguenay

Dansles deux expériencesde contournementue nous avons menéesnous
avonsfait une premieresimulation.Les résultatsobtenuslors de cettepremiéere
simulationont été considérégar la suite commeétantnos obsenations. Cette
techniqueou le mémemodelenumériquesertala fois al'assimilationdedonnées
etal’obtentiondesdonnéesenommel’expériencedesjumeauxidentiquegDa-
ley, 1991).

Maintenanguenousavonsnosobsenations,nousallonsfairedessimulations
avecunehauteurd’eauinitiale ayant4 cm de moinscomparatrementaux obser
vations.La significationde cetteerreurvolontairede 4 cm d’eaupeutétrereliée
ala négligenceale ne pasavoir pris enconsidératioruneforte pluie tombéeaprés
avoir recueillilesobsenationssurle terrain.Commeil esttombéenviron 20 cm
depluie en36 heuressurle Saguenagn1996(Brooks& Lawrence,2000),4 cm
d’eaureprésententuelguesheuresde pluie. En examinantla figure (5.1), nous
voyonsqu'au plusfort del'orage (le 20juillet de6:00a9 :00), il tombeprésde
4 cmdepluie durantcettepériode Puisquda profondeurde nosdeuxriviéresest
d’'une dizainede meétreserviron, cettedifférencedansles niveauxd'eaurepré-
senteenfait uneerreurde moinsde 1% dansles conditionsinitiales. Nousallons
voir quel’effet decetteerreurdanslesconditionsinitialessemanifestaléjaaprés
guelquesninutesseulement.
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300,0
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FiG. 5.1 — Précipitationcumulatve en mm, figure tirée de (Perrier& Slivitzky,
1999).http :/lwww.criacc.qc.ca/climat/suiextreme/surel.pdf

5.1 Contournementd’'un barrage théorique

Labathymétriautiliséepourl’expériencejuenousavonseffectuéesstmontrée
(fig. 5.2).Selonl’échelledecouleur 'orangefoncécorrespondunebathymétrie
élevéetandisquele jaunecorrespond unebathymétrienoinsélevée.Le dégradé
montre que nous avons donc un terrain en pentetraverséd’une riviere en son
milieu. La régiona l'étude a uneaire de 800 m par 800 m. Le courantentrepar
le cotégauchgamont)avecunevitessede 6 m/set sorta droite (aval). La fleche
blancheindiquel’emplacementu barragequi bloguela riviére.

La figure(5.3) montreunecoupetrans\ersaledela riviere.Pournotreriviere,
nousavonschoisiuneformesimpleavecdel’érosionprésdelarive.Larivierea
uneprofondeurd’environ 8 m etunelargeurde 160 m.

Nous avons fait une simulationou I'on voit la progressiond’un dékut de
contournementfig. 5.4). Sur cetteéchelle,le rougeindique une hauteurd’eau
maximalede 12 m et le noir indiqueuneabsencel’eau.Nousavonschoisicette
figure car elle montrela hauteurd’eauinitiale. La figure (5.5) montrela hauteur
d’eau2 minutesplustard. Surlesdeuxphotos nousnotonsuneabsencel’eausur
la rive et surle barragecommeil fallait s’y attendre Egalementpousvoyonsle
déhut d’'un contournemenainsi quela riviére qui commencea sevider en aval
du barrage. Aprés 2 minutes,nousavons une plus grandeaccumulationd’eau
enamontdu barrage L’eau s’estavancéeplus loin surla rive; ce n’est pastres
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FiG. 5.2— Bathymétriedu barragethéoriquepourle contournement
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Fic. 5.3—Formedelariviére
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FIG. 5.4— Hauteurd’eaudu barragethéoriquea t=0

12

anont

FIG. 5.5— Hauteurd’eaudu barragethéoriquea t=2 min.
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Itération| Valeurdela fonctioncodt(m?)
0 8.617243
1 2.124363
2 2.124304
3 2.124227

TAB. 5.1— Minimisationdela fonctioncoltpourle barragehéorique

visible surla figure (5.5). Enfin, le niveaud’eauen aval du barragea continuésa
diminution. Nous montronsici une simulationpour les deux minutesparceque
cetintervalle detempsestsuffisantpourillustrer la méthode.

Le tableau(5.1) montreles différentesvaleursprisespar la fonction coltau
coursde la minimisation.Aprés3 itérations,nousavonsatteintle minimum, soit
unediminutiond’un facteurde4. Lors de cetteminimisation,83 évaluationsdela
fonctioncodtet 3 évaluationsde songradientont éténécessaires.

Dansle tableau(5.2), nous comparondes erreursmoyennesdes points de
grille entreles prédictionsfaitessansutiliser la méthode4D-VAR et les prédic-
tions obtenuesavec la méthode4D-VAR. La moyennea été faite sur la riviere
seulementSanda méthodedD-VAR, cettepetitequantitéd’eaunousmeneaune
erreurmoyennede 12 cm. Cetteerreurmoyenneplusélevéequel’erreuroriginale
de4 cm estexpliquéepar 'accumulationde I'eau presdu barrageet parle détut
du contournementCelaindiquela sensibilitédela rivierea de petitesfluctuations
desonniveaud’eau.Avecla méthodedD-VAR, il y atoutdemémeuneerreurde
1.8cmmaiscelle-ciestpluspetitequel’erreurinitiale de4 cm. Enutilisantla mé-
thode4D-VAR, nousavonsréduitl’erreurd’un facteurde6. La méthode4D-VAR
s’estapercugu’il y avait uneerreurdansles conditionsinitialesetapuy appor
ter la correctionnécessaireEn ce qui a trait a la vitesselongitudinale elle a été
augmentéd’erviron 1 m/sparla cruedeseaux.La méethodetD-VAR réeussitareé-
duirel’erreurdemoitié. L’erreurdansla vitessetrans\ersalerestesensiblemena
mémedanslesdeuxcas.Celaestprobablementl(iala géométriedenotremodeéle
puisquela vitessetrans\ersalejoue seulementin réle presdu barrageLa figure

L Erreurmoyenne: ~ 5 |E|
Quantitephysique o - e mé&thodedD-VAR | Avec |az méthodedD-VAR
Hauteurd’eau 120cm 1.8cm
Vitessdongitudinale 92cm/s 44cm/s
Vitessetrans\ersale 21cm/s 20cm/s

TAB. 5.2— Leserreursdansla prédictionpourle barragehéorique
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28cr

FIG. 5.6 — Erreurdansla hauteurd’eau au barragethéoriqueavec la méthode
4D-VAR (t=2min.)

(5.6) montrel’erreur dansla hauteurd’eau.L’erreur estmaximalepourla vague
qui débordesurla rive et le long du barrage Egalement/|’erreur estplus grande
le long de la rive comparatiementau milieu de la riviere enraisonde 'effet de
I'érosiondelarive.On peutvoir quel’erreur estminimalepourl’endroit oul'eau
s’accumulaainsiqu’al’entréeetla sortiedelariviére.La correctioneffectuéepar
la méthodedD-VAR a étéefficacedanscesendroitscritiques.

5.2 Contournementdu barrage Chute-Garneau

Danscetteexpérience nousavonssimuléle déhut du contournemendu bar
rage Chute-Garneawsur la riviere Chicoutimi. La figure (5.7) indique le relief
présdubarrageChute-Garneawousallonsconsidéreun domainede 300m par
300m. L'échellecorrespond l'altitude parrapportau niveaude la mer. Le cou-
rantentreparle haut(amont)et sorten bas(aval). Nouspouwnsvoir le barrage
ennoir.

Dailleurs, la figure (5.8) nousmontrel’évolution d’'un débordemenpourune
périodede 3 heuresLe courantentrepar le haut (amont)et sort en bas(aval).
La riviere estcoupéepar le barrageen noir. Le contournemeninajeurse fait &
la gauchedu barrageNouspouwonsaussiapercgoir le déhut d’un deuxiemedeé-
bordementla droitedu barrageCedeuxiemedébordementommence devenir
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* anont 14drr

123

- 300m -aval —

FIG. 5.7— Bathymétrieprésdu barrageChute-Garneau

importantaprés2 heuresDe plus,unefaible quantitéd’eauinondele basdel’ile
situéeenaval du barrageAfin d'initialiser notresimulation,nousavonsutilisé du
matérielpubliéparINRS-Eau,1997.

Pourcetteexpériencenousallonsmontrerlesrésultatsobtenugpourunepré-
diction de 6 minutes.Les figures(5.9) et (5.10) nousmontrentle niveaud’eau
initial etcelui-ciapréss minutesrespectrementLe niveaud’eaumaximalestde
14 m. Nousvoyonsqu’'apres6 minutes,le niveaud’eaua diminué.Cettebaisse
de niveauestprobablementluea I'érosion desrivespresdu barrageLe débor
dementn’est pasencorevisible sur cesfigures.Nousavonsfait desprédictions,
guenousn’allons pasprésentersur plusieursintervallesde tempsallantjusqu’a
24 minutes.Pourvoir un débordemenhotablede la riviere, une heuredoit étre
écoulég(fig. 5.8). En considérant’erreur moyenne ,nousconstatongue celle-ci
estréduiteparla miseenapplicationdela méthode4D-VAR.

Le tableau(5.3) donneun bref apercude la minimisationde la fonction colt
dansle casdu barrageChute-GarnealNousavonsobtenuda corvergenceapres
11 itérations.La fonction colta diminuéde moitié. Enfin, la minimisationa né-
cessitér2 évaluationsdela fonctioncodtet 11 évaluationsde songradient.

Le tableau5.4) présentéeserreuramoyennesntredeuxprédictions unequi
utilise la méthode4D-VAR et uneautrequi nel'utilise pas.Nousvoyonsque,si
nousn’utilisons pasla méthode4D-VAR, aprésb minutesnousavonsuneerreur
de I'ordre de 'erreur initiale de 4 cm. En utilisant la méthode4D-VAR, nous
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144 min. 180min. (3 hres)

X

16m

FIG. 5.8— Simulationdu contournemendu barrageChute-Garnea(B heures)



55

+ aval

FIG. 5.9—Hauteurd’eaudu barrageChute-Garneaa t=0

+ aval

FIG. 5.10— Hauteurd’eaudu barrageChute-Garneaa t=6 min.
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Itération| Valeurdela fonctioncodt(m?)
0 520.7579
1 596.7070
2 243.7833
3 227.7736
11 208.7744

TAB. 5.3— Minimisationdela fonctioncoltpourle barrageChute-Garneau

Erreurmoyenne: £ 5 |E]|

Quantitephysique - qa méthodesD-VAR | Avecla méthodedD-VAR
Hauteurd’eau 4.5cm 0.79cm

Vitessedongitudinale 0.27cm/s 0.71cm/s

Vitessetrans\ersale 0.50cm/s 0.80cm/s

TAB. 5.4—Leserreursdansla prédictionpourle barrageChute-Garneau

avonsgrandementéduit cetteerreura moinsd’un centimetre Les erreursdans
lesdeuxcomposantedela vitesseont augmentéjuelquepeu.Nousvoyonsque,
malgréla courteduréede la périodede prédiction,l'erreur initiale aaugmentéle
0.5cmcequi pourraitlaissercroirequ’elle augmenteradavantagea mesurejuele

tempspasseraCetteerreurpourracontaminetes prédictionsfaitesdansle futur.

Avecla méthode4D-VAR, nousauronsdoncunemeilleureprédictioncauséear
la diminutiondel'erreur (fig. 1.4).

La figure (5.11) montrel’erreur dansle niveaud’eau avec la méthode4D-
VAR lorsque6 minutessesontécouléesMalgré quelquesendroitsou elle atteint
5 m, l'erreur esttresfaible. Commec’estle casdu barragethéorique|'erreur se
situe presqueen totalité surles beigesa causede I'érosion et de I'eau qui tente
d’'inonderla bemge.

5.3 La limite devalidité dela méthode

Afin d’étudierla limite de validité dela méthode4D-VAR, nousdevonsnous
penchersur le conceptde la croissancele I'erreur. L'erreur estdéfinie comme
étantla différenceentrela prédictionet les obsenations. Si cette erreurdimi-
nuedansle temps,on dit quele systémepeutétre prédit. Une augmentatiorde
cette erreursignifie que I'on doit connaitrel’état actueldu systémepour faire
uneprédictioncarcelui-cipossedeinelimite deprévisibilité (Lorenz,1985).Les



57

FIG. 5.11- Erreurdansla hauteurd’eauau barrageChute-Garneaavec la mé-
thode4D-VAR (t=6 min.)

systemestablesont uneprévisibilité infinie puisqu’ils sontstationnaire®u bien
périodiquedandisqueles systemesnstablesont unelimite de prévisibilité (Lo-
renz,1963).

Dansle but d’appliquercettethéoriesur notre problémede prédiction,nous
avonsfait desprédictionspour plusieursintervallesde temps.Nousavonsportés
surlafigure (5.12)la qualitédela prédictionenfonctiondutempsde la prédic-
tion. La qualité de la prédiction,dontles unitéssontarbitraires,estl'inversede
I'erreur dela hauteurd’eauentrela prédictionetles obsenations.La qualitédes
prédictionseffectuéesanda méthodetD-VAR (H) diminuebiensdraucoursdu
temps.Avecla méthodedD-VAR (0O), la qualitédiminueencoreavec la période
de prédictionmaiselle estmeilleurecomparatiementaux prédictionsou la mé-
thode4D-VAR n’estpasutilisée.Notonsquela qualité obtenueavecla méthode
4D-VAR semblecorvergerpourdespériodesde prédictionde 30 minuteset plus.
LaméthodedD-VAR améliorela prévisibilitédenotreproblémedeprédiction.De
plus,unebaissedela qualitésignifiequel’erreuraugmentelariviéreestdoncun
systemenstable C’estunrésultatquenousnousattendionguisqud’écoulement
d’'uneriviereestni stationnaireni périodique.

PouruneduréedetempsAt, unepetiteperturbatior(erreur)initiale e(At) croit
exponentiellement
g(At) O (5.1)
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FIG. 5.12— Qualitédela prédiction

OUA estunexposantdelLyapunw (Smith,2001).EngénérallesexposantsieLya-
punov d’'un systemestablesonttousplus petitsou égauxa zéroalorsqu’un sys-
temeinstableposseda@umoinsun exposantplus grandquezéro(Kalnay, 2002).
Toutefois,il fautremarquequeA vavarierselonle At et c’estseulementorsque
At — oo qu'un A positif démontrequele systemeestinstable(Smith,2001).L’ex-
posantde Lyapunw, commetestde prévisibilité, n’est pastrésefficace: d’abord
c’estunemoyennequi neprendpascomptedela dynamiquede courteduréeetla
perturbatiore(At) doit étreinfinitésimale(Smith,2001).
Nousavonstrouvélesexposantgle Lyapuna qui gouvernentia croissancele
I'erreurdansla hauteurd’eau(fig. 5.13).Pourlesprédictiondaitessansautiliser la
méthodetD-VAR, nousavonstrouvéeA = 0.011commeexposanie Lyapuny et
0.043pourla constantale proportionnalité Nousavonstracécettecourbe(ligne
solideen gras)surla figure (5.13). Dansle casde I'erreur avec la méthode4D-
VAR, nousavonsutilisé les prédictionsentre9 et 18 minutesparcequecespoints
semblentobéir au mémeexposantde Lyapuna. Nous avonstrouvé A = 0.078
avec 0.009 commeconstantade proportionnalité(ligne pointillée en grassur la
figure (5.13)). D’aprésla figure (5.13), on peutconstatemque plus la duréedes
prévisionsestgrande,plus 'exposantde Lyapunw estpetit ce qui peutlaisser
croirequele systemesestabilisedurant!intervalle detempsétudié.Malgrétout,
le fait queles exposantde Lyapunw sontpositifsindique quela riviere estin-
stable.Ce qu'il fautretenirde cetteétudede prévisibilité estquele débordement
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d’uneriviérerestedifficile a préwoir a causalela complexité du problémed’ou la
nécessit@e parfairele modéledeséquationgphysiques.



Chapitre 6
Conclusionet perspectves

Danscetravail, nousavonsexpliqué enprofondeula méthoded’assimilation
dedonnéesiD-VAR dansle but defaire découvrircetteméthodemoderneet de
démontreisonpotentieldansla prédictiona courttermed’inondationsextrémes.
Pourobtenirdesrésultatsquantitatifs,nousavonsappliquéla méthode4D-VAR
aux équationsen eauxpeu profondesavec sédimentsCommeexempled’inon-
dation extréme, nous avons choisi le casdu contournementlu barrageChute-
Garneadors du délugede 1996surla régiondu SaguenayAprésavoir constaté
gue la méthode4D-VAR réduit effectivementl’erreur dansla prédiction, nous
avonsétudiéle comportemente cetteerreurpour desprédictionssur desinter-
vallesde tempsdifférents.Nousnoussommesaperguque cetteerreuraugmente
avec le tempsde prédictionet nousavons estiméla limite de prévisibilité pour
I'écoulementen eaux peu profondes.Enfin, nousavons écrit I'algorithme pour
d’autresproblémesommela corvectiond’'un panacheghermiqueet la prospec-
tion électrique.

Plusieurgerspectiesd’avenir s’offrenta nous.Lestravauxfuturs pourraient
portersurl'utilisation d’obsenationsexpérimentaleprisesdansla riviere et sur
sesrives.Cetteimplémentatiorsur le terrainnécessiteraansdouteune amélio-
ration du modélephysique,en incluant par exempleles effets deseauxsouter
raines,pour mieux refléterles phénoménesaturelsa I'oeuvre. Nousavons éga-
lementporténotreattentionsurla prédictiona courtterme.ll seraitintéressantle
voir la performanceparticulieremenau niveaude la prévisibilité,dela méthode
4D-VAR pour les prévisionsa moyen et long terme.Finalementpouspourrions
voir, dansun avenirrapprochéla propagatiordela méthode4D-VAR dansdivers
domaineglessciencephysiques.
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AnnexeA

L’éguation de Burgers

A.1 L’équation de Burgerset sesapplications

Danscetteétudenousallons appliquerla méthode4D-VAR a I'équationde

Burgerspourunedimension

ou odu @4

et U— =V—r A.l

ot  ox  oax? (A1)
ol u estune quantité(ayantles dimensionsL T ~1) analoguea une vitesseet v
estune diffusivité ou une viscositécinématiqueavec les dimensionsde L2T 1,
Quantaux trois termes(de dimensionLT ~2), nousnotonsque le premiera la
forme d’une accélérationle seconduneadwectionet le troisiemeunediffusivité
ou uneviscosité.

Elle a étédérivéeen 1948 (Burgers,1948) pour modéliserla turbulencehy-
drodynamiquestleschocs(Burgers,1974).

Dansles sectionssuivantes nousallonsdémontrerque malgrésasimplicité,
I'équationde Burgersa plusieursapplicationgBélanger& Vincent,2002).

A.1.1 Modele pour la croissanced’une interface

L’équationde Langevin pourla hauteurh(x,t) d’'uneinterfacequi croit est:

2
oh A(dh) ~ %h (A2)

a 2\ax) Vo

Xi
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En utilisantla substitutionu = % on obtient:

ou ou 0%

cequi donnel’équationde BurgerslorsqueA = 1 (Kardaretal., 1986).

A.1.2 Mathématiquesfinancieres

L’équationde Black-Scholesst:

_ = — —TF = <t<T > A.4
515 trss —1F=0, 0<t<T, s20 (A.4)

oF 1 ,,0°F OF
0’ ——
0s?
ouF(t,s) estl’'option d’achetetuntitre aun prix prédéterminé, estle temps sest
le prix courantdutitre, o estla volatilité dutitre etr estle tauxd’intérét(Carlsson,
1997).

Sioninversele temps(t — T —t), onobtient:

oF 0 0°s? oF
[0 nsF- T | = (@ - 2n)F. (A.5)
ot 0Slaee—— 2 0s —
adwectif i > Termesource
|ffu5|fJ
FIu;,totaI

A.1.3 Ecoulementd’un embouteillage

L’écoulementestdéfini commeétantle nombrede véhiculesqui passentn
certainpoint pendantun tempsdonné.L’embouteillagepeutétreforméepar des
feux rougesqui créentun amoncellemende véhicules.

Si nousconsidéronsineroute & unevoie ayantun écoulemeng(x,t), nous
avons:

99 ag _0 (A.6)

E‘FV(CI,X)G—

ouv(q,x) estla vitessedu bouchon(Newell, 1993;Haberman1977).

A.2 Discrétisation utilisée

Onréécritl’équationde Burgers:

ou lou® @

E—FE&—V(}XZ. (A?)
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Nousallons utiliser un schémaa différencedinies amonten espacest Euleren
temps! :

ot
UTH = uf- ﬁ([(u?)z - (UT—l)z]
vot
+W(UT+1—ZUT+UT,1). (A.11)

De plus,ce schémaestplus stablequeles schémasle Lax-Wendoff, Galerkin et
Petrov-Galerkin(Finlayson,1992).

A.3 La fonction colt et songradient

Soit M le modelenon-linéairequi prendun étatxp et 'emmeneau tempst
(Xt = M(Xo)), Ar 'analyse (obsenationsautempst), E =M — A; l'erreur, L le
propagateulinéaireet L* sonadjointtel définit dansle produitscalaire(x, Ly) =
(L*X,y) pourn’importequelsx,y.

(x.Ly) = (L'xy)
XTW2Ly = (L*x)"W?y
xTW2Ly = xT(L*)Tw2y
WL = (L*)Tw?
(LHT = w2w~2
L* = W2LTw? (A.12)

1Si nousexprimonsu danssesexpansionsie Taylor, nousavons:

ou\" &2 /8%u\"

u?“: uj 4 ot <_6t >j + - (w)J +0(3t°) (A-8)
au\" &2 /d2u\"

N ) (22

Ujq UJ+5X<ax>j+ > (6X2>j+0(5X3) (A.9)
au\" &2 /d%u\"

no_n_ax (M = (2= 3

Ul g =] 6x<ax>j+ > (6X2>j+0(6X) (A.10)

ou lesindices| et n représententespectrementl’espaceet le temps.Nous utilisons (A.8) pour

. . . 2 . N . - ~
obtenirparisolationle terme‘(’,[—“. Pourle termeg—xg, nouslisolons aprésavoir additionné(A.9) et

(A.10). Si on substitueu paru? dans(A.10) nouspouvonsisoler%. Et nousobtenongA.11).
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La méthode4D-VAR nousdonnela perturbationdxy dansles conditionsinitiales
qui produit:
M(Xo+ dXo) = A (A.13)
ou:
Oxt = LOXp = M(Xo) — Ar =E. (A.14)
Dansl’approchestandardpn construitunefonction colt. Nousallonsutiliser
la normed’énegie enimposantguel’énemie totalepourun étatx soit définiepar

(x,X) = xTW?x oW estunematricede poidsstatistiquesLa fonction codt est
alors:

(M(x0) — Ar; M(x0) — Ar)

(M(x0) — A) TWZ(M(x0) — A)

(L&%0) "W?Z(L3xo)

RPNIERNERNE

= é63x3LTW2E
1
= é6ng2|_*|5. (A.15)
Uneperturbatiomxg créeunevariationdansla fonctionco(t:

o =

L*E, dXo).- (A.16)
PuisquepardéfinitiondJ = ([0J(Xo), 0Xo), le gradientdela fonctioncoltest:

0J(Xo) = L*L8xp = L*E. (A.17)

A.4 Le problemeadjoint

Nousallonstrouver le modeleadjointde I'équationde Burgers(Kalnayetal.,
2000):
ou _@ 0%u

6t+ Ix vaX2 (A.18)
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ouu=u+2du.
Sionassumeueu = u(x), la perturbatiorlinéaireest:

adu  ddu du d%du
— +0u

E +u o d_X = V—ax2 . (Alg)

Nousallonsconsidéreiquela perturbationdu estsousforme d’onde,la sériede
Fouriers’écrit:

k=+K .
feuy =y ce ™ (A.20)
k="K
f(8u) = ap+  axcogkdu) + 3 bysin(kdu). (A.21)
Dansnotrecas,ona:
Bu=A(t) Y kot (A.22)
ou bien:
3u = A(t)ekx-w) (A.23)

si on fait la sommeimplicitement.En substituaniA.23) dans(A.19) et en ras-
semblantestermessemblables

dA  [d
alt (EL: +vk2) A=0. (A.24)
Alors, sionrésoutpourA(t) :
A(t) = Age (&L, (A.25)

Si on substitug/A.25) dans(A.23) pourobtenirdu(t) :
du(t) = e KteHteVk 5y (0). (A.26)
Commedu(t) = Ldu(0), le modéledela tangentdinéaireou propagateuest:
L — e (H+vkdt—ikut (A.27)
Sion prendle complee conjuguédela transposéegn obtientle modéleadjoint:
L* — o (G +vkd)t+ikut (A.28)

En ce qui nousconcernenousallonsprendrela partie imaginairepuisquenous
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allonsutiliser, commeconditioninitiale, dessinusayantdesconditionsauxlimites
nulles,alorsL* devient:

L* = e~ (&)t sin(kut). (A.29)

A.5 Uneexpériencenumérique

A.5.1 VL’initialisation

Premiéremennousdevonsinitialiser certaineconstanteslu probleme Nous
avonspris uneviscositév = 0.1 m?/s. Notre conditioninitiale pourla simulation
initiale serasin(x) avec un domaineallantde 0 a 2. Ce domainea étédiscrétisé
en256pointsdegrille. Biensar, la perturbationnitiale estnulle (dug = 0) puisque
nousestimonsen premierlieu quenotremodeéleproduiradesrésultatscorrespon-
dantsaux obsenations.Nousintroduisonseégalementin paramétrede tolérance
€ quiindiquel’erreur désiréeentreles obsenationset notresimulationfinale (les
résultats).

Lafonctioncolts’écrit:

NXx
J= ZéuiWZLi* E; (A.30)
i=

ou Nx estle nombrede pointsde grille (Nx=256),L; estl'adjoint deLj, W =1
etE; estl’erreur. L'adjoint estcommedans(A.29) ou k = 2t et % estcalculépar
différencedinies.Pourle gradientJa méthodeestsemblablesaufquel’'on dérive
J parrapporta chaguedu;. Celadonne:

0J = W2L'E;. (A.31)

A.5.2 Lesrésultats

Dansla figure(A.1), nousavonsd’abordenrougela conditioninitiale ounous
déhutonsla simulation.Apréesla minimisationde la fonction cot,nousobtenons
unecorrectionoptimaledénotégarla courbeverte.Nousobtenondesconditions
initialescorrigéegcourbebleue)enadditionnantesobsenationserronéesvecla
correction.Nousvoyonsque les obsenation corrigéescorrespondenmieux aux
obsenationsexactegcourbemauwe) quelesobsenationerronées.
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Fic. A.1 - Conditionsinitiales et correction

1 T T T T~
Obsenationserronées
08 - Correction(du) ]
Obsenationscorrigées

0.6 - Obsenationsexactes

Vitesse u(x,t)

Position x

Dansla figure (A.2), nouscomparonglusieursprévisionsavec les obsena-
tions.Si oneffectueunesimulationdet=0sat=1s,nousobtenonda courberouge
gui esttreséloignéedesobsenationsprisesat=1 s (courbebleue).En utilisantla
méthodedD-VAR, nousobtenonda courbevertequi estplusrapprochéelesob-
senations.ll estpossibledefaire,enutilisantla prévisionobtenugarla méthode
4D-VAR at=1 s commeconditioninitiale, une prévisiona t=2 s (courbemau\e
qui estsuperposéau obsenationsat=1 s). Enfin, la courbegrisereprésentées
obsenationsexactesat=2s.

Danslafigure(A.3), nousanalysondeserreursLescourbesougeetvertere-
présentenkterreur entrela prédictionetlesobsenationsat=1 s. La méthode4D-
VAR nousdonneuneréductionde I'erreur moyennede 76%. Quantaux courbes
bleueet mauwe, ellesmontrentl’erreur entreles obsenationserronéest corri-
géesavec les obsenationsexactes.L'utilisation de la correctionréduit I'erreur
moyennede 68%. Malgré cesréductionsd’erreur plutot élevées,nous aurions
souhaitauneplus petiteerreurdu cotédela correctionapportéeat=0s.

A.5.3 Coltdecalcul

Au tableau(A.1), nouscomparonde tempsde calcul d’'une simulationsans
la méthode4D-VAR avecunesimulationutilisantla méthode4D-VAR. Voici une
définitiondesdifférentstemps:
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Fic. A.2 — Prévisionst obsenations

1 ‘Prévisionat=1s (sansAD-VAR) .
08 I Prévisionat=1s (avec4D-VAR)

Obsenationsat=1s"

0.6 | Prévisionat=2s’
04 Obsenationsat=

Vitesse u(x,t)

Position x

— Tempsde'utilisateur: exécutiondu programme

— Tempsdu systéeme: exécutiondesordresdu systémed’exploitation (en-
trées/sorties)

— Tempsdu processeufutilisateur+ systéme) tempstotal

\ Sanda méthodetD-VAR \ Avecla méthodetD-VAR \

Tempsdel'utilisateur 0.12s 1.28s
Tempsdu systéme 0.02s 0.04s
Tempsdu processeur 0.14s 1.32s

TAB. A.1 —Tempsdecalcul



FIG. A.3 —Magnitudedeserreursdesprévisionset dela correction

Amplitude

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

Erreuravecla correctionat=0s"

ErreursansAD-VAR at=1s-
Erreuravec4D-VAR at=1s 1
Erreursanda correctionat=0s*

Position x

XixX



AnnexeB

Panachethermique

Danscettesection,nousécrironsles équationgpourl’assimilationdedonnées
4D-VAR dansle casdu plumethermiquelocalisé(fig. B.1). Pourproduireun tel
panachenousavonsun point de chaufe situéaucentredela frontiéreinférieure
du contenantCelaréchaufe le fluide (un liquide ou un gaz) dansles ernvirons
et celui-ci montepuisqu’il estplus chaud,doncplusléger quele fluide presde
la surface.Pendanta montée|l y a créationde tourbillons (fig. B.1) puisquele
fluide plus froid veutdescendreUn exempled’'un tel phénoménele corvection
seraitun feux de forét ou I'on voit la fumées’élever dansle ciel sousl'effet de
I'air chaudproduitparlesflammesqui agissentommeun point de chaufe. Ces
instabilitéssont appeléscornvection de Rayleigh-BénardTritton, 1988). Main-
tenant,nousallons présentetes équationgphysiquesdécrivantla corvectionde
Rayleigh-Bénardensuitenousallonsdé\eloppeneursadjointesL’applicationde
la méthode4D-VAR seraitefficace pour un intervalle de tempsou le plumene
s’estpasbeaucoupgléformécommec’estle caspourlesfigures(B.1a)et (B.1b).
L'intervalle de tempsécouléentreles figure (B.1a) et (B.1c) ou (B.1d) esttrop
grand.On nereconnaifplusle plumeoriginal. Si on utilise cetintervalle pourla
méthode4D-VAR, on peutprobablemens’attendrea descomplicationset a un
importantécartentrela prédictionetlesobsenations.

XX
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a) b)
c) d)

Températurenax. Températurenin.

FIG. B.1— Simulationd’'un plumethermique
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B.1 Leséquationsphysiques

Leséquationgphysiqueslecephénomeneéécoulentdesprincipesfondamen-
tauxde conseration.Nousavonsla conserationdela masse
ap

5 TO-pv=0, (B.1)

la conserationdela quantitéde mouvement

gf L. Bv— _%ap+vm2v+céy, (B.2)

etla conserationdel’énergie thermique:

%—I +v-0OT = kO2T. (B.3)

Nousallonssimplifier ceséquationsen utilisant I'approximationde Boussi-
nesqqui stipulequeles propriétéphysiquedu fluidessontconstantesDe plus,
la densitéestconstantegpartoutsaufaux endroitsou elle créeuneforce gravita-
tionnelle.L’équationd’étatpourla densitéest:

p=po(l—a(T =T)). (B.4)

Les équationsadimensionnéeavecla profondeurd commeéchellede longueur
le tempsde diffusion thermiqued?/k, AT la différencede températureentrele
basetle hauts’écrivent:

0-v=0 (B.5)
1 /v _ - o ) .
ﬁ’(a +\7DV) =[P+ V+RaTq, (BG)
o BT =27 (B.7)
ot
ou
viscosik cinématique
Pr = Giffusvitethermigue (B:8)
\Y}

= - (B.9)
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et
oy o
Ra — pousz.aedA.\rchmTede. _ (8.10)
perteparviscosit et diffusivité
ATd®
_ QuATd (B.11)
KV

sontdesnombresansdimensionsle nombrede Prandtletle nombrede Rayleigh
respectrement(Tritton, 1988).

B.2 Lesequationsadjointes

Entenanttomptededeuxdimensionsnousecrivonsleséquationvectorielles
(B.5)a(B.7) enlesdécomposardousformedeleurscomposantes ety. Nousal-
lonsutiliseru pourlacomposantéorizontaledela vitesseetv pourla composante
verticaledela vitessej.e. V= (u,v).

du ov
=2 B.12
ax+ ay ( )
or | or. 0T _o°T o (B.13)
ot X 0y Ox2  0y? '
1/0u du du oP 9d%u d%u
1 /v ov ov P 0

Maintenantnousallonsréarrangeceséquationenréécrvantle termed’ad-
vectionde (B.13):

fAvl
ox oy

oT oT ou ou ov ov

oT ou aT av__l_ (au av>

= U+ T v + T —
U—+T—+v—+ ox " 3y

0x ox oy ay
a(uT) N o(vT)
0x ay

Le termecontenudansla parenthése’estquela divergencequi estnulle envertu
de(B.12). Nouspouwnsappligueruneméthodesimilaire au termesd’inertie de
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(B.14) et (B.15). Cettemanipulationmathématique été effectuéeafin de nous
simplifier la tachelorsquenousprendronga variationdu lagrangienFinalement,
enmettanttouslestermessurle cétégauchedel’égalité, nousobtenons

odu ov

- (B.16)
I
i(% ‘Z_Lf+a%;"))+g_':_%_gi;:o (B.18)
%(%@%‘&%) 35—3—)2(\2/—3—;\2/—RaT 0 (B.19)

Suiteauxmanipulationgi-dessuspouspouvonsconstruirde lagrangiercomme
il estdémontrépar(2.19).Lesmultiplicateursde Lagrangeou variablesadjointes
sontdonnéegparP*, T*, u* etv* :

du ov
L = / Jrp | B
QJy {OX ay}

Lo oT N a(uT) N o(VT) T T
ot ox oy ox2  9y2
+ | @ a_uz+6(uv) _}_a_P_@_@
ot oOx oy ax X2  9y2
1/ov o 9w 0°v  0%v

(B.20)

ou J estunefonction colt quenouschoisissonsPar exemple,si on veut prédire
la températurd’, nousavons:

1 [
:i/g/t (T —Tobs)R (T — Topg)dit dX (B.21)
1

ou T estla températuregrédite, Tops €Stla températurebservéeet R~ estune
matricecontenantes covariancede I'erreur surles obsenations.En multipliant
lesvariablesadjointesnousobtenons

ou ov
L = / “Jep Ly p
QJty ()4 ay
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LT _.o(uT) _,o(vT) _,0°T _,0°T
+ i u*@_l_u*a_uz_}_u*a(uv) _l_u*a_P_u*@_u*@
Pr\ " ot ax ay ax ox2 ay?2
1/ ,0v ,ov ,d(uv) oP 0V 0%
— (V' VoV LV VSV
* Pr( at " oy Vo ) * dy  ox2  0y?
— RaTv'dt dx (B.22)

La prochaineétapeconsistetransféret’'opérateurdifférentielledela variable
réelleala variableadjointe.Celasefait en appliquant’intégration par partiesa
chaqueermedu lagrangienB.22). Nousavonsdonc:

;o //tZJ—uaP*—vaP*
— Jaly oX ay

oT* oT* oT* _0°T* _0°T*
- T YT YTy T Tae Ty
uodu* u?du* uvou* our u@ B u@
Prot Prax Proy ax 0x2 ay?2
VR YA VoG VARV \VZe VAR, (VA CaVAR: CaVa

T Prat Proy Prox oy Yo Yoy
— RaTvidtdx+b (B.23)
ou
1 f2
b = /(—(uu*+vv“)+TT*) dx
o \ Pr ty
/1 o, . L,0u  Ou
+ /q (Er(uu+uvv*)+uP*+uP—u&+uax
o ov . .01 _atr\|°
— \ﬁ&‘*’V&‘{‘UTT —T &‘{‘T a)() .
/1 L,0u  du*
+ /lﬁ <Er(v2\f*+uvu*)+vP*+\/“P—u®+uay
o oV T _aT*\|°
— V4 V—+VIT =T — 4T ) B.24
dy 0y oy 0y /Iy, (5249

Ensuite nousutilisonsl’'opérateurvariationnelle(2.20) pour obtenirla varia-
tionnelledu lagrangien(B.23). Le termedépendantiesconditionsaux frontiere
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(B.24)disparaitNousnousretrouvonsdoncavec:

&2 0J odu* ov*
+ ou 9 _1 @—FZUE—FV@—FV@
ou Pr\ ot ox oy ox

0P _ofu oAu o
ox  0x2  0y? ax

+ Eiv{a—“]—i <6_v*+2v6_v*+u6_v*+uau*>
ov Pr\ ot oy ox oy
P A 9V TaT*}
ady ox2  9y? oy

T a_J_aT*_uaT*_VaT*
oT ot ox oy
02T+ 92T
_W_a—yz—Raﬁ}dth
+ 8 (B.25)
ou db est:
1 2
5h = / = (duu* +dvW) +3TT* || dX
Q Pr t1
¢ *
n /2 (i(zljéuu’uréuvv*+u6vvk)+6uF’*+u*5F’—U*@+5Uai
L \Pr ox ox
#\ (0
VLA VAR ) & ST S Sl Ll
[1)4 0Xx ox 0X Lx
t >k
+ /2 (i(2v6vvk+6uvuk+u6w*)+6vP* +W6P—u*@+6uau
n \Pr Y o
«\ [0
_ W@Jravy+6vTT*+v6TT*—T*@+6TaT) (B.26)
dy ay oy oy /i,

Puisquenouscherchonsin minimum, nousexigeonsqued L = 0 et nousob-
tenondeséquationsadjointesquenousrésohonsdet; at; :

e =0 (B.27)

TN TV V) Tax T oy Tax O

(B.28)

aJ 1 /ou* ou*  out AV _6P*_62u*_62u* aT*
ou Pr
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03 1 <6v* v | v 6u*> JOP v v T

el I AIE WA T —
ov Pr\ ot + ay +u ox +u ay dy ox2  9y? oy
(B.29)

T* T* * 2T * 20T *
a0 d o _FT T o o (830

aT ot “ax Yoy o oy

avecleur conditionsinitiales:

du(x,y,tly,) =0 us (XY, tl,) =0
ov(X,y,tl,) =0 Vi (XY, tl,) =0
OT (X,y,t],) =0 T+ (X Ytl,) =0
OP(x,y,t|y,) =0 P (X y,tl,) =0 (B.31)
etleursconditionsauxfrontieres:
ux(0,y,t)=0 ux*(Lx,y,t)=0
v (0,y,t)=0 vx(Ly,y,t) =0
Tx(0,y,t)=0 Tx(Ly,y,t)=0
P«x(0,y,t)=0 Px(Lx,y,t) =0 (B.32)
ux(x,0,t)=0 U (X, Ly,t)=0
vk (x0,t)=0 Vi (X Ly,t)=0
Tx*(x0,t)=0 T (X Ly,t)=0
Px(x,0,t)=0 P (x,Ly,t)=0 (B.33)
ou* ou*
o0x X:0:O ay y:0:O
ov* ov*
& x=0 =0 a—y y=0 =0
oT* oT*
0X |y_o =0 9y |v_o -
ou* 0 ou* 0
OX [yt oy y=Ly
0 I
OX |y, oy y=Ly
or = or =0 (B.34)
o0x y—L, ay y—Ly




AnnexeC

Prospectionélectrique

Nousallons d’abord comparerda méthode4D-VAR a une méthoded’inver-
sion électrique.Cette étudeintéressde groupede Géophysiquandustrielledu
CERCA.

Contraintes Danslesdeuxméthodesles équationgphysiquegouentle réle de
contraintesdu problémede minimisation.Pourla méthode4D-VAR, dansnotre
cas,cescontraintesontles équationgle Saint-\enantavec sédimentgandisque
dansla méthodeinversela contrainteest I'équation de Gausspour le champs
électrique:

0 (60V) = —13(x— X0)8(y — Y0)3(z— 20) (C.2)

ou o estla conductvité électriqueV estle potentielélectrique,l estle courant
électriqueet d estla fonctionde Dirac (Boulangey2001).

Fonction a minimiser La méthode4D-VAR nécessitda minimisationd’une
fonction coltqui estla différenceentreles prédictions(H E‘) etlesobsenations

(@)
3T = %/OT/Q(H@’—EFO)TR—l(Hw—EFO) oy di (C.2)

ou R estla matricedecovariancedeserreursd’obsenation.L’inversionélectrique
estfaiteenminimisantunefonctionL(p,c) :

L(p.0)= 5(p— 09T Qplp— %) +o(v—a(p) Quv-a(p))  (CI)

ol p estlarésistuité électrique p® estunerésistuité deréférenceQ, estl'inverse
dela matricede covariancedesparametres; estun coeficient scalaire v estles

XXVili
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donnéesobservéesa(p) estl'opérateurnon-linéairede modélisationdirecte et
Qu estl'inversedela matricede covariancedeserreursd’obsenation (Boulangey
2001).Le deuxiémetermede (C.3) estéquialenta (C.2) avecQ, = R~ 1.

Variables de contréle Lesvariablesde contrélesontles variablesquel’on va
varier afin de résoudrde problemede minimisation.Dansla méthode4D-VAR,
les variablesde contréle sont les conditionsinitiales (hg, Vo et zp pour Saint-
Venant) Quantala méthoddnverse c’estla résistvité (p = 1/0) etle coeficient
scalairec quel’on doit varier.

Senseurs |l estimportantde considéreres senseuraitilisés pour prendreles
mesuresDansl’applicationdela méthodetD-VAR auxrivieres lessenseursont
fixesetlarivieredéfile. Dansla prospectionla routeou le terrainsontfixeset ce
sontles senseurgjuel’on déplace En s’inspirantdu principe de relativité gali-

léen,nouspouvonsconsidéreuelesdeuxsituationssontsimilaires,c’est-a-dire
guenouspouwonssupposeruela routedéfile sousles senseursommele fait la

riviere.

Il estaussipossiblede généralisecetapprochea d’autresméthodesle pros-
pection géologiquecommel'in version gravimétrique (Boulanger& Chouteau,
2001)ou biena desproblemed’inversiontouchantd’autredomainedessciences
appliguées.



AnnexeD

Vectorisationdu code

Nousavonsvectoriséle codepourun NEC SX-5S.L'avantagede la vectori-
sationestle fait quel’'on traite les tableauxcommeétantdesvecteurset nonun
regroupement’éléments.Les processeursontiennentuit unitésde calculsce
qui leurs permetde calculerhuit élémentsde vecteurpar cycle d’horloge. Cela
expliquela performancelu calcul vectorielle.De plus,le NEC SX-5Sala capa-
cité de faire du travail a la chaine plus précisémentsi un calcul nécessiteglus
d’un cycle pourcompléter le calcul suvantpeutnéanmoingiéhuter au prochain
cycle aconditiongu’il nedépendgasdu calculprécédent.

Afin de bénéficierde cetteperformancede calcul, on doit prendrecertaines
précautiondorsquel’on écrit les boucles.Nous devons itérer sur I'indice qui
changde moinsrapidemengetparpasdeun. PouruntableauA(i,j) parexemple:
do j=1,n_y

do i=1,n x
ACi,j)=B(i, )+, )
end do
end do

Celafacilite 'accesa la mémoireen évitant de sauterd’'un endroit a I'autre.
D’autresprécautionsa prendrelors de la programmatiorde boucle sontd’évi-
ter les entrées-sortiedes conditionset les branchementainsi queles appelsde
fonctionset de sous-routine$RQCHR 2002).
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